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VorAvort. 


Im  Vorwort  zur  ersten  Auflage  dieses  Buches  (1897)  schrieb 
Heineich  Buekhaedt: 

„Die  zahlreich  vorhandenen  deutschen  funktionentheoretischen 
Lehrbücher  berücksichtigen  fast  alle  einseitig  entweder  nur  Weiee- 
STEASSsche  oder  nur  RiEMANNSche  Funktionentheorie.  Die  Vor- 
lesungen wie  die  wissenschaftliche  Arbeit  selbst  sind  nachgerade 
wohl  überall  über  die  Kluft  zwischen  beiden  Methoden  hinaus- 
gewachsen; aber  es  fehlt  noch  an  einem  Buch  von  mäßigem  Umfang, 
das  geeignet  wäre,  den  Studenten  von  Anfang-  an  den  Zugang  zu 
beiden  Gedankenkreisen  zu  eröffnen.  Das  i'ehlen  eines  solchen 
Buches  machte  sich  mir  lebhaft  fühlbar,  als  ich  auf  Aufforderung 
der  Verlagsbuchhandlung  ein  kurzes  Lehrbuch  der  elliptischen  Funk- 
tionen zu  schreiben  unternahm;  ich  habe  mich  daher  entschlossen, 
ihm  diese  Einführung  in  die  Funktionentheorie  vorauszuschicken. 
Die  RiEMANN  sehen  geometrischen  Vorstellungsweiseu  sind  in  ihr 
durchweg  in  den  Vordergrund  gestellt;  dabei  wird  aber  versucht, 
unter  angemessener  Einschränkung  der  Voraussetzungen  diejenige 
Schärfe  der  Beweisführung  zu  erreichen,  die  niemand  mehr  entbehren 
kann,  dem  einmal  in  der  Schule  von  Weiersteass  die  Augen  ge- 
öfi'net  sind." 

Die  zweite  Auflage  erschien  1903,  die  dritte  1907,  die  vierte  1912; 
von  der  dritten  ab  hat  Buekhaedt  keine  wesentlichen  Änderungen 
mehr  vorgenommen. 

Bei  der  großen  Beliebtheit,  deren  sich  unter  den  zahlreichen 
Lehrbüchern  der  Funktionentheorie  das  Buekhaedt  sehe  zu  erfreuen 
hatte,  war  es  selbstverständlich,  daß  ich  für  die  vorliegende  fünfte 
Auflage,  deren  Besorgung  ich  nach  dem  allzufrühen  Tode  des  Ver- 
fassers (1914)  auf  Wunsch  des  Verlags  übernommen  habe,  mich  eng 
an  die  bewährte  Auswahl  und  Einteilung  des  Stoffes  hielt.  Das 
Gerüst    der  Abschnitte   und  Paragraphen   ist  nur  wenig  verändert; 


VI  Vorwort. 

auch  habe  ich  die  von  Bukkhaedt  eingeschlagenen  Beweiswege 
meistens  wieder  benutzt  und  bin  in  der  „Arithmetisieiung"  der  geo- 
metrischen Begriffe  mit  Absicht  nicht  weiter  gegangen  als  er.  Im 
einzelnen  jedoch  habe  ich  zahlreiche,  kleinere  und  größere  Ände- 
rungen vorgenommen,  so  daß  diese  neue  Auflage  sich  schließlich 
doch  als  erhebliche  Umarbeitung  der  früheren  erweist. 

Herr  Baron  Dr.  Max  v.  Pidoll  hat  sich  wie  um  die  anderen 
Teilbände  so  auch  um  diesen  durch  Lesen  der  Korrekturen  und 
durch  wertvolle  Ratschläge  verdient  gemacht;  es  ist  mir  ein  Be- 
dürfnis, ihm  auch  an  dieser  Stelle  herzlichen  Dank  zu  sagen. 

München,  den  1.  Mai  1921. 

(reorg  Faber. 
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ERSTER  ABSCHNITT. 

Komplexe  Zalileii  iiud  ihre  geometrisclie  Darstellimg. 

§  I.    Rückblick  auf  die  allgemeine  Arithmetik  der  reellen  Zahlen. 

Die  ehmehtare  Arithmetik  beschäftigt  sich  mit  den  ganzen  posi- 
tiven Zahlen.  Sie  lehrt,  wie  durch  einfache  Verknüpfungen  je  zweier 
Zahleu  (Addition,  Subtraktion,  Multiplikation  usf)  eine  dritte  ge- 
funden werden  kann.  Sie  leitet  dann  Gesetze  ab,  welche  aussagen: 
das  Ergebnis  einer  gewissen  Reihe  von  nacheinander  vorgenommenen 
Verknüpfungen  (z.  'B.  a[h  -\-  e))  kann  auch  durch  eine  Reihe  anderer 
Verknüpfungen  (im  genannten  Beispiel  a  Ij  -\-  a  c)  erhalten  werden. 
Sie  wendet  endlich  diese  Gesetze  au,  um  festzustellen,  wie  eine  Zahl, 
die  bestimmten  Verknüpfungen  mit  anderen  Zahlen  unterworfen 
werden  soll,  gewählt  werden  muß,  damit  das  Ergebnis  dieser  Ver- 
knüpfungen einen  vorgeschriebenen  Wert  erhält.  Die  Beweise,  welche 
sie  für  diese  Gesetze  und  Vorschriften  gibt,  sind  von  zwei  ganz 
verschiedenen  Arten  (vgl.  A.  A.^  §  1).  Bei  der  Ableitung  der  funda- 
mentalen Gesetze  beruft  sie  sich  auf  die  reale  Bedeutung  der  Zahlen 
und  der  Rechenoperationen;  im  weiteren  Verlauf  wird  auf  diese  reale 
Bedeutung  nicht  mehr  zurückgegriffen,  sondern  es  wii-d  nur  mit 
den  Zeichen  der  Zahlen  und  der  Operationen  auf  Grund  der  Lehren 
der  formalen  Logik  und  der  vorher  schon  abgeleiteten  Sätze  gearbeitet. 
Diese  Unterscheidung  hat  weiterhin  eine  wichtige  Folge.  Die  Be- 
dürfnisse der  Geometrie  führen  nämlich  dahin,  daß  neben  den 
„ganzen  positiven"  Zahlen,  denen  der  Name  .^Zahlen"  ursprünglich 
allein  zukommt,  noch  andere  Gedankendinge  ebenfalls  als  Zahlen 
(negative,  gebrochene,  irrationale)  bezeichnet  und  zu  Gegenständen 
der  „allgemeinen  Arithmetik'''  gemacht  werden.  Für  diese  Zahlen 
in  allgemeinerem  Sinne  des  Wortes  werden  dann  gewisse  Ver- 
knüpfungen   detiniert,    welche    große    Analogie    zu    den    Additionen, 

'  lu  dieser  Weise  wird  hier  und  im  folgenden  die  1920  im  gleichen  Ver- 
lage als  ersten  Bandes  erstes  Heft  dieser  Vorlesungen  in  dritter  Auflage  er- 
schienene ,, Algebraische  Analysis"  zitiert. 

BuRKHABDT,  Funktionen.    I.  2.    FOnfte  Aufl.  1 


1.  Komplexe  Zahlen  und  ihre  ijeometrische  Darstellung. 


Subtraktionen,  Multiplikationen,  Divisi'onen  der  ganzen  positiven 
Zahlen  zeigen,  und  auf  welche  auch  die  Namen  dieser  Verknüpfungen 
übertragen  werden.  Dann  wird  gezeigt,  daß  diese  Operationen  mit 
allgemeineren  Zahlen  den  oben  erwähnten  fundamentalen  Gesetzen 
genügen-  daraus  erfolgt  dann  mit  einem  Schlage,  daß  auch  die  ab- 
geleiteten Gesetze  für  sie  gelten;  die  früher  unter  Voraussetzung  nur 
positiyer  ganzer  Zahlen  gegebenen  Beweise  behalten  Wort  für  Wort 
Gültigkeit,  da  sie  sich  nur  auf  vorher  schon  bewiesene  Eigenschatten 
der  Operationen  stützen  (A.  A.  §  1,  §  10). 

Daß  es  erlauld  ist,  solche  allgemeinere  Zahlen  einzuführen,  ist 
in  der  Freiheit  des  tcissenschaftlichen  Uenhens  begründet,  das  sich 
seine  Objekte  selbst  wählen  kann;  daß  es  ziceckmäfiifj  ist,  zeigt  der 
Erfoh,  Durch  die  negativen  und  die  gebrochenen  Zahlen  werden 
Beziehungen  zwischen  Dingen  der  täglichen  wie  auch  der  wissen- 
schaftlichen  Erfahrung  in  übersichtlicherer  Form  dargestellt  als  es 
bei  ausschließlichem  Gebrauch  ganzer  positiver  Zahlen  möglich  wäre. 
Ähnliches  gilt  von  den  irrationalen  Zahlen;  für  die  Bedürfnisse 
des  täglichen  Lebens  sind  diese  zwar  unnötig,  aber  sie  smd  unent- 
behrlich, um  die  von  der  Erfahrung  nur  näherungsweise  gelieferten 
Gesetze  der  Geometrie  und  der  Physik  als  absolut  genaue  wissen- 
schaftlich zu  erfassen  und  zu  erforschen.  Der  Versuch,  die  Irrational- 
zahlen bei  dieser  Aufgabe  zu  vermeiden  und  statt  ihrer  Beziehungen 
zwischen  ganzen  und  gebrochenen  Zahlen  zu  benutzen,  würde  praktisch 
an  der  Umständlichkeit  und  Unübersichtlichkeit  dieser  Beziehungen 

scheitern  (A.  A.  §  15).  .  ,         v,      i,     « 

Im  folgenden  wird  die  Einführung  der  negativen,  der  gebrochenen 
und  der  irrationalen  Zahlen  als  bereits  erledigt  vorausgesetzt;  von 
irrationalen  Zahlen  wird  in  den  beiden  ersten  Abschnitten  nur  an 
wenigen  Stellen  Gebrauch  gemacht. 

§  2.    Einführung  von  Zahlenpaaren;  ihre  Addition  und  Subtraktion. 

Neben  die  Arithmetik  der  ci»fache7i  Zahkn  tritt  nun  eine  Algebra 
der  Zahlevpaar.:  Sie  leitet  aus  je  zwei  Zahlenpaaren  ein  neues  ab 
und  sucht  die  Gesetze,  welchen  diese  Verknüpfungen  der  Zahlenpaare 
unterliegen.  Die  Arithmetik  der  einfachen  Zahlen  findet  ihr  Gegen- 
bild in  der  Geometrie  auf  einfach  ausgedehnten  Gebilden,  insotern  es 
möglich  ist,  jedem  Punkte  eines  solchen  Gebildes,  z.  B.  einer  geraden 
Linie,  eine  bestimmte  Zahl  und  jeder  Zahl  einen  bestimmten  Punkt 
zuzuweisen.  Von  der  Arithmetik  der  Zahlenpaare  werden  wir  sehen, 
daß  sie  ihr  Gegenbild   in  den  geometrischen  Beziehungen  zwischen 


§  2.     Ein  führ  um/  von  Za/denpaaren ;  ihre  Addition  und  Subtraktion.     ?■> 


den  Punkten  auf  zweifach  ausgedehnten  Gebilden  —  Flächen  — 
findet,  namentlich  auf  den  einfachsten  unter  diesen,  der  Ebene  und 
der  Kugel. 

n'elcherlri  Verknüpfungen  von  Zahlenpaaren  wir  betrachten 
wollen,  steht  zunächst  in  unserer  Hand;  ob  die  Wahl,  die  wir  treftei), 
eine  zweckmäßige  ist  —  diese  Frage  wird  dann,  aber  auch  erst 
dann  hejaht  werden  dürfen,  wenn  wir  Ergebnisse  gewonnen  haben, 
die  auf  anderem  Wege  nicht  oder  doch  nicht  so  leicht  zu  gewinnen 
sind.  Wir  haben  aber  für  die  Auswahl  zwei  Gesichtspunkte,  die 
uns  leiten  können.  Wir  werden  einmal  nach  Verknüpfungen  suchen, 
die  denselben  oder  doch  nahezu  denselben  Gesetzen  gehorchen,  wie 
die  der  einfachen  Zahlen;  wir  werden  andererseits  immer  die  Be- 
ziehung zum  geometrischen  Bilde  im  Auge  behalten.  Doch  wollen 
wir  nicht  die  Frage  aufwerfen,  welches  die  allgemeinsten  Ver- 
knüpfungen sind,  die  die  erste  Forderung  erfüllen  und  dabei  auch 
dem  zweiten  Gesichtspunkt  gerecht  werden;  wir  wollen  vielmehr 
mit  der  Definition  der  Verknüpfungen,  die  wir  betrachten,  beginnen 
und  nachher  erst  beweisen,  daß  sie  jenen  Gesetzen  gehorchen,  und 
zeigen,  wie  sie  sich  geometrisch  darstellen.  Wir  folgen  dabei  der 
geschichtlichen  Entwicklung:  die  Zahlenpaare  sind  zuerst  in  der 
Form  „imaginärer"  Zahlen  a  -{-  b]/  —  1  bei  der  Auflösung  der  alge- 
braischen Gleichungen  zweiten  Grades  aufgetreten.  Man  hat  mit 
diesen  „imaginären"  Zahlen  zuerst  zaghaft,  bald,  durch  glückliche 
Erfolge  ermutigt,  wie  mit  reellen  Zahlen  gerechnet,  ohne  sich  voll- 
ständig Rechenschaft  darüber  zu  geben,  wieso  dieses  Vorgehen  be- 
rechtigt sei,  und  was  ein  solches  imaginäres  Symbol  überhaupt 
bedeute.  Die  folgenden  Definitionen  sind  alle  zuerst  in  der  Form 
gegeben  worden:  man  soll  mit  den  imaginären  Zahlen  a  +  bi  wie 
mit  reellen  Binomen  rechnen,  dabei  aber  höhere  Potenzen  von  / 
durch  die  Relation  i-  -[-1=0  auf  die  erste  reduzieren. 

Wollen  wir  mit  Zahlenpaaren  rechnen,  so  müssen  wir  uns  erst 
darüber  einigen,  welchen  Sinn  die  Aussage  haben  soll:  „zwei  Zahlen- 
paare sind  einander  gleich".     Wir  definieren: 

I.  Zicei  Zahlenpaare  (a,  />)  und  [c,  d)  sollen  dann  und  nur  dann 
einander  gleich  heißen,  wenn 

a  =  r        und       h  =■  d 

ist.  Eine  Gleichung  zwischen  Zahlenpaaren  vertritt  also  zwei  Gleichungen 
zwischen  reellen  Zahlen.  —  Die  Begriffe  „größer"  und  „kleiner* 
lassen  sich  auf  Zahlenpaare  zunächst  nicht  übertrageu. 

1* 
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TL.  Wohl  die  einfachste  Art,  aus  zwei  Zahlenpaaren  [a,  h)  und 
(c,  d)  ein  drittes  abzuleiten,  ist,  daß  man  bildet: 

{a-\-c,  h-^d). 

Wir  bedürfen  eines  Namens  und  eines  Zeichens  für  diese  Verknüpfung; 
wir  wollen  keine  neuen  einführen,  sondern  den  aus  der  einfachen 
Arithmetik  bekannten  Namen  der  AddUion  mit  ihrem  Zeichen  +  auch 
hier  benutzen.  //  ir  nennen  demgemäß  das  dritte  Zalilenjuiar  die  Summe 
der  beiden  andern  und  schreiben: 

1)  {n,h)-\-{c,d)  =  {a+c,b  +  d). 

Diese  Worte  und  Zeichen  (Addition,  Summe,  +,  =)  haben  damit 
eine  erweiterte  Bedeutung  erhalten. 

Die  Addition  der  Zahleni^aare  ist  eine  in  jedem  Falle  ausführ- 
bare und  eindeutig  bestimmte  Operation.  Ferner  gelten  für  sie  das 
Gesetz  der  Kommutation  (A.  A.  §  2,  IV): 

2)  («,  b)  +  (c,  d)  =  [c,  d)  +  (a,  b) 
und  das   Gesetz  der  Assoziation  (A.  A.  §  2,  III): 

3)  [(«,  b)  +  [c,  d)-\  +  {e,  f)  =  («,  b)  +  [(.,  d)  +  {e,  /•)] . 

Das  erste  dieser  Gesetze  wird  bewiesen,  indem  man  die  auf 
beiden  Seiten  der  Gleichung  (2)  geforderten  Operationen  der  Deti- 
nition  (II)  gemäß  ausführt;  die  sich  ergebenden  Zahlenpaare  [a  +  c, 
b  +  d)  und  (c  +  a,  </  +  b)  sind  nach  Definition  (I)  einander  gleich, 
weil  nach  dem  für  die  Addition  der  Zahlen  geltenden  Kommutations- 
gesetz  o.  -\-  c  =  c  -j-  a  und  b  -^  d  =  d  +  b  ist.  —  In  derselben  Weise 
ist  die  Gleichung  (3)  zu  beweisen. 

Aus  den  beiden  Gesetzen  der  Kommutation  und  der  Assoziation 
werden  in  der  elementaren  Arithmetik  die  weiteren  Sätze  über  die 
Umordnung  der  Glieder  in  einer  Summe  von  drei  oder  mehr  Sum- 
manden durch  logische  Schlüsse  gewonnen,  ohne  daß  man  dabei 
nötig  hätte,  auf  die  reale  Bedeutung  des  Addierens  zurückzugehen. 
Daraus  folgt  (man  wolle  die  allgemeine  Erörterung  des  §  1  über 
diese  Schlußweise  vergleichen),  daß  auch  diese  weiteren  Sätze  für 
das  Rechnen  mit  Zahlenpaaren  ebenso  wie  für  das  Rechnen  mit 
gewöhnlichen  Zahlen  Gültigkeit  haben.  Demgemäß  gilt  der  allgemeine 
Satz,  von  dem  die  Gleichungen  (2)  und  (8)  besondere  Fälle  darstellen: 

UI.  In  einer  Summe  beliebig  vieler  Zahlenpaare  dürfen  die  einzelnen 
Summanden  in  beliebiger  Ansirnhl  und  Reihenfolge  zu  Teilsummen  zu- 
sammengefaßt werden. 

Wir  definieren  weiter: 

IV.  hds  Zaldenpaar  {  —  a,  —  b)  heißt  :ii  dem  Ztihhiipnar  {a,b) 
entgegengesetzt. 
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V.  Unter  der  Differenz  zweier  Zahlenpaare  verstehen  wir  dna- 
jenige  Zahlenpaar,  das  zu  dem  Suhtrohenden  addiert  den  Minuenden  lief  er  t- 

Aus  dieser  Definition,  der  Definition  der  Summe  (IT)  und  den 
Eigenschaften  der  Addition  und  der  Subtraktion  der  einfachen 
Zahlen  folgt: 

Satz  VI,  der  sich  durch  die  Gleichung  ausdrückt: 

4)  [a,  b)  -  (c,  d)  =  {n  -  c,b  -  d) : 

sowie  Satz  l^  11:  Snbtraktion  eines  Zahlenpaares  ist  dasselbe  wie  Ad- 
dition des  entgei/engesetzteii  Zahlevpaares,  also  eine  in  jedem  Falle  aus- 
führbare  und  eindeutig  bestimmte   Operation. 

Die  Summe  einer  Anzahl  {tn)  gleicher  Summanden  a: 

\        2         :;  m-l      Vi 

wird  in  der  elementaren  Arithmetik  „das  Produkt  der  Anzahl  m  mit 
der  Zahl  a"  genannt.  Zufolge  des  Satzes  111  hat  es  einen  bestimmten 
Sinn,  wenn  wir  diese  Definition  auf  Zahlenpaare  ausdehnen;  wir 
können  sagen: 

YIII.  Unter  dem  Produkt  iiv.s  einer  ganzen  Zahl  m  und  einem 
Znhlenpaar  [a,  b)  verstehen  wir  die  Stimme  von  m  einander  gleichen 
Ziihlenpuaren  (c/,   It). 

Bilden  wir  diese  Summe  nach  den  Vorschriften  der  Definition  IJ 
und  des  Satzes  III,  so  finden  wir  einen  Satz  IX,  der  sich  durch  die 
Gleichung  ausdrückt: 

5)  m  {a,  b)  —  [m  a,  m  h) . 

X.  Für  den  Fall,  daß  in  eine  beliebige  reelle  Zahl  ist,  .soll  die 
Gleichung  [5)  als  Definition  des  Produkts  <(us  m  und  dem  Zahlenpaar 
[a,  h)  gelten. 

XI.  Die  Division  eines  Zahlenpaares  durch  eine  ganze  Zahl  definieren 
wir  als  Umkehrung  der  eben  definierten  Midliplikation.  Zufolge  der 
Gleichung  (5)  ist  dann: 

.  m  \m  ^   m 

XII.  Auf  Grund  der  Definitionen  II  und  X  kann  jedes  Zahlen- 
paar in  der  Form: 

7)  («,  b)  =  a  e^  +  b  e.^ 

als  (dgebraische  Summe  von  Multiplis  der  beiden  speziellen  Zahlenpaare: 

e,  =  (1,  0) 

8)  .  1         V    ;     J 

e,  =  (0,  1) 
dargestellt  loerden,  die  man  tvohl  Einheiten  nennt. 
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§  3.    Multiplikation  der  Zahlenpaare;  die  Zahlenpaare  als  komplexe 

Zahlen. 

Von  den  Eigenschaften  der  Multiplikation  reeller  Zahlen  heben 
wir  für  unsere  nächsten  Zwecke  einmal  die  Kninmutaiiritäi  hervor 
(vgl.  A.  A.  §  4,  IIT),  derzufolge: 

1)  ah  =  ha 

ist;  dann  aber  die  distrihniive  Beziehung  (A.  A.  §  4,  VI],  in  welcher 
sie  zur  Addition  steht.  Diese  letztere  drückt  sich  durch  die  iden- 
tische Gleichung: 

2)  a{h  +  c)  =  ah  +  ac 

aus. 

"Wir  fragen  nun,  ob  es  auch  für  Zahlen/Wf-z/v  eine  A'erknüpfung 
gibt,  welche  diesen  beiden  Gesetzen  gehorcht,  welche  also  erstens 
selbst  kommutativ  ist,  zweitens  zu  der  in  §  2  gelehrten  Addition 
der  Zahlenpaare  in  distributiver  Beziehung  steht.  Gibt  es  eine 
solche,  so  wollen  wir  den  Namen  MuhipHkation  und  die  Bezeichnung 
durch  Nebeneinanderstellen  der  Faktoren,  mit  oder  ohne  verbinden- 
den Punkt,  auf  sie  übertragen. 

A^ermöge  der  in  §  2  (7)  gelehrten  Darstellung  der  Zahlenpaare 
und  vermöge  der  gestellten  Forderungen  der  Kommutativität  und 
Assoziativität  wird  das  Produkt  irgend  zweier  Zahlenpaare  bestimmt 
sein,  wenn  die  Produkte  der  beiden  Einheiten  mit  sich  selbst  und 
miteinander  bestimmt  sind  (natürlich  wieder  als  Zahlenpaare).  Wir 
wollen  aber  hier  urcht  die  Frage  allgemein  aufwerfen  und  beant- 
worten, welches  die  allgemeinsten  mit  den  übrigen  A'oraussetzungen 
verträglichen  Annahmen  sind,  die  wir  hier  noch  machen  können;  wir 
wollen  vielmehr  gleich  diejenigen  Festsetzungen  einführen,  welche 
für  die  Theorie  der  sogenannten  ,,geiii<'>nen  kimiplexen  Zahlen^''  charak- 
teristisch sind. 

I.  //Vr  setzen  dementsprechend  fest,  daß  die  Produkte  der  Ein- 
heiten durch  die   Gleichungen  definiert  seien: 

3)  (1,  0).(1,  0)  =  (1,  0), 

4)  (0.  1).(1,  0)  =  (1,  0).(0,  1)  =  (0,  1), 

5)  (0.  n.(ü,  i)  =  (-  1,  0). 

Wir  müssen  uns  vor  allem  den  Inhalt  dieser  Gleichungen  klar 
machen. 

Aus  der  ersten  von  ihnen,  zusammen  mit  den  Ergebnissen  des 
vorigen  Paragi-aphen ,  ergibt  sich,  daß  alles  Pechnen  mit  Zahlen- 
j)aarcn,  deren   zweite  Elemente  =  0   sind,   so   auszuführen   ist,   wie 
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wenn  diese  zweiten  Elemente  gar  nicht  vorhanden  wären,  indem 
nämlich  nur  mit  den  ersten  Elementen  wie  mit  einlachen  Zahlen 
/.u  rechnen  ist.  Gleichung  (4)  sagt  zusammen  mit  dem  Gesetz  der 
Distributivität  aus,  daß  die  Zalilenpaare  [o ,  0)  auch  für  die  Multi- 
plikation mit  anderen  Zahlenpaaren  wie  einfache  Zahlen  zu  behandeln 
sind.  Infolgedessen  dürfen  wir  diese  speziellen  Zahlenpaare  geradezu 
[-  mit  den  einfachen  Zahlen  identifizieren: 
IL  II  ir  dürfen  und  wollen: 

13)  (1  ,  0)  =  1 

\     setzen;  dann  folgt  vermöge  §  2  (5),  daß  alhjemeiv 

[     1)  (a ,  0)  =  a 

zu  setzen  ist. 

Gleichung  [b]  endlich  kann  vermöge  (7)  geschrieben  werden: 

r  8)  (0,  i).(o,  1)=  -1. 

Infolgedessen  können  wir  sagen: 

III.  Während  es  nicht  möglicli  ist,  eine  einfache  Zahl  zu  finden, 
die  mit  sich  selbst  midtipliziert  —  1  gibt,  gibt  es  ein  Zahlenpaar,  nämlich 
[0 ,   1],  das  diese  Eigenschaft  hat. 

Die  Aufgabe,  eine  Zahl  zu  finden,  die  mit  sich  selbst  multi- 
pliziert eine  gegebene  Zahl  a  liefert,  heißt  in  der  elementaren  Algebra 
„Ausziehung  der  Quadratwnrzel  aus  dieser  Zahl"  und  wird  mit  ]^a 
bezeichnet;  übertragen  wir  diese  Bezeichnungsweise  auf  das  Rechnen 
mit  Zahlenpaaren,  so  können  wir  Satz  III  auch  folgendermaßen 
formulieren : 

IV.  Die  durch  ]/  —  1  geforderte  liechnungsoperation  ist  im  Gebiete 
der  einzelnen  Zahlen  unnwf/licli;  aber  im  Gebiete  der  Zahlenpaare  wird 
ihr  durch  [0, 1)   Genüge  geleistet. 

(Ob  ihr  etwa  noch  andere  Zahlenpaare  Genüge  leisten,  bleibt 
vorläufig  dahingestellt;  vgl.  aber  §  58.) 

Indem  wir  uns  einer  seit  Gauss  allgemein  angenommenen  Be- 
zeichnungsweise bedienen,  setzen  wir 

^)  (0,  1)  =  ]/-1=/. 

V.  Zufolge  Gleichung  (7)  des  §  2  kann  dann  jedes  Zahlenpaar  in 
der  Form  geschrieben  werden : 

10)  {a,  b)  =  a  +  bi.        ■ 

Wir  ändern  nunmehr  unsere  Ausdrucksweise: 

\  I.    If'as  icir  bisher  eiii  Zaldenpaar  nannten,  soll  in  Zukunft  „eine 

Zahl-',  oder  wo  ein  unterscheidender  Zusatz  wünschenswert  ist,  ,,einr 

komplexe  Zahl"  (komplexe   Größe)  genannt  tverden. 
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VTI.  fi  heißt  der  reelle,  h  i  der  imaf/inäre  Bestandteil  der  kom- 
plexen Zahl  a  +  hi.  Eine  komplexe  Zahl,  deren  reeller  Bestandteil 
0  ist,  heißt  eine  rein  imaginäre  Zahl;  eine  komplexe  Zahl,  deren 
imaginärer  Bestandteil  fehlt,  heißt,  wie  bisher,  eine  reelle  Zahl  (A. 
A.  §  18). 

Man  darf  sich  durch  diese  Namen  nicht  zu  falschen  Vorstellungen 
verleiten  lassen;  wie  wir  bald  sehen  werden,  sind  die  komplexen 
Zahlen  sehr  wohl  zur  Darstellung  bestimmter  Beziehungen  zwischen 
reellen  Objekten  geeignet. 

Den  Gebrauch,  unbestimmte  Zahlen  durch  Buchstaben  zu  be- 
zeichnen, dehnen  wir  dahin  aus,  daß  ein  Buchstabe  eine  beliebige 
komplexe  Zahl  soll  bezeichnen  können,  wenn  nicht  die  Beschränkung 
auf  reelle  Zahlen  (oder  eine  andere  Beschränkung)  ausdrücklich  aus- 
gesprochen oder  aus  dem  Zusammenhang  ersichtlich  ist. 

VIII.  Für  die  Multiplikation  von  irgend  zwei  komplexen  Zahlen 
ergibt  sich  durch  Anwendung  der  Gleichungen  (1) — (5): 

11)  [a  +  b  i)  (c  -}-  d  i)  =  a  c  —  b  d  -\-  /  {a  d  -\-  b  c) . 

Die  durch  diese  Gleichung  definierte  Multiplikation  komplexer 
Zahlen  ist  demnach  eine  in  jedem  Falle  ausführbare  Operation,  und 
ihr  Ergebnis  ist  eindeutig  bestimmt.  Daß  die  Regeln  der  Multi- 
plikation reeller  Zahlen  für  sie  gelten,  ist  nicht  selbstverständlich 
(ebensowenig  wie  die  entsprechende  Eigenschaft  der  Addition),  sondern 
muß  bewiesen  werden.  Dabei  wird  es  genügen,  die  fortdauernde 
Gültigkeit  der  fundamentalen  Gesetze  nachzuweisen,  um  schließen 
zu  können,  daß  auch  die  abgeleiteten  Gesetze  bestehen  bleiben 
(s.  §§  1,  2).  Solcher  fundamentalen  Gesetze  besitzt  die  Multiplikation 
aber  drei;  nämlich  außer  den  beiden  zu  Anfang  des  Paragraphen 
genannten  (1),  (2)  noch  das  folgende: 

12)  (<,b).c  =  a.{hc), 

das  als  Gesetz  der  Assoziation  (A.  A.  §  4,  IV)  bezeichnet  wird.  Zur 
Bestätigung  der  Tatsache,  daß  diese  drei  Gesetze  auch  für  die 
durch  Gleichung  (11)  definierte  Multii)likatiou  komplexer  Zahlen 
Gültigkeit  behalten,  bedarf  es  nur  der  Ausführung  der  geforderten 
Operationen  nach  den  gegebenen  Vorschriften;  sie  kann  dem  Leser 
überlassen  bleiben,  und  wir  dürfen  gleich  den  ISatz  ansprechen: 

IX.  Für  die  dnrch  Gleichung  [11]  depnierte  Multiplikation  gelten 
die  drei   Gesetze  (/),  (2),  (/2)  mit  allen   ihren  Folgenmgni. 

Alle  Folgerungen  aus  Gleichungen  sind  natürlich  wieder 
Gleichungen.  Es  gibt  aber  noch  eine  wichtige  Eigenschaft  der 
Multiplikation   reeller  Zahlen,  die  sich  nicht  durch  eine  Gleichung, 
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sondern  durch  eine  Ungleichung  ausdrückt,  uud  die  daher  jedenfalls 
nicht  aus  jeuen  drei  Grundgesetzen  allein  abgeleitet  werden  kann: 
nümlich  den  Satz,  daß  ein  Produkt  nicht  Null  sein  kann,  wenn  nicht 
einer  der  beiden  Faktoren  Null  ist  (A.  A.  §  20).  Wir  müssen  daher 
noch  besonders  zeigen,  daß  auch  dieser  Satz  für  komplexe  Zahlen 
gültig  bleibt.  Soll  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (11)  gleich  Null 
sein,  so  muß  nach  der  in  §  2,  I  gegebenen  Definition  der  Gleichheit 
komplexer  Zahlen: 

(i  c  —  h  (l  =  0  c        —  (/ 

„  d  -\-  h  c  =  0  (I  r 

sein.  Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Addition  nach  Multi- 
plikation mit  den  beigesetzten  Faktoren: 

\h{c^  +  cP)  =  0. 

Der  Gleichung  c-  -f-  r/^  =  0  kann  durch  reelle  Zahlen  c,  d  nicht 
anders  genügt  werden,  als  wenn  c  =  0  und  d  =0  ist.  "Wenn  aber 
c^  +  ^2  4=  0  ist,  folgt  aus  den  Gleichungen  (13),  daß  a=0  und 
i  =  0  sein  muß,  eben  weil  für  reelle  Zahlen  der  angeführte  Satz 
Gültigkeit  hat.     Wenn  also 

[a  +  bi){c  +  d  i)  =  0 

ist,  muß  entweder  a -\- b  i  =  0  oder  c -{■  d i  —  0  sein;  d.  h.  es  gilt 
auch  für  unsere  komplexen  Zahlen  in  der  Tat  der  Satz: 

X.  Ein  Produkt  kann  nicht  Null  sein,  wenn  nicht  einer  der  Ftik- 
torcii  Nvil  ist. 
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Punkte  der  Ebene. 

Zu  Beginn  unserer  Untersuchungen  (in  §  2)  haben  wir  uns 
daran  erinnert,  daß  die  Gesamtheit  der  reellen  Zahlen  und  die 
Gesamtheit  der  Punkte  einer  geraden  Linie  einander  umkehrbar  ein- 
deutig, d.  h.  so  zugeordnet  werden  können,  daß  jedem  Punkt  eine 
bestimmte  Zahl  (seine  „Abszisse")  und  jeder  Zahl  ein  bestimmter 
Punkt  entspricht.  Wir  haben  auch  bereits  darauf  hingewiesen,  daß 
ebenso  den  Punkten  einer  Fläche,  als  eines  zweifach  ausgedehnten 
Gebildes,  Zahlenpaare  zugeordnet  werden  können.  Die  einfachste 
derartige  Zuordnung  ist  die  für  die  Punkte  der  Ebene  von  Descartes 
gegebene:  man  zieht  durch  einen  bestimmten  Punkt,  den  „Ursprung" 
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des   Koordinatensystems,    zwei   zueinander  senkrechte   Gerade,   „die 

.1-  und  die  //-Achse",  fällt  von  jedem  Punkt  der  Ebene  Senkrechte  auf 

diese  Achsen  und  bezeichnet  die  Längen  der  von  diesen  Senkrechten 

auf  den  Achsen  gebildeten  Abschnitte,  vom  Ursprung  aus  gemessen 

und  mit  dem  Vorzeichen^  genommen  als  „Ko- 

ordinaten'"  j-,   //  des  betrachteten  Punktes  (vgl. 

Fig.   1).     In    dieser  Darstellung   brauchen    wir 

nur  das  Zahlenpaar  [x,  y)  durch  die  komplexe 

Zahl  .?•  +  ///  zu  ersetzen,  so  haben  wir  die  von 

i  Wessel,    Abgand    und    Gauss    gegebene    Be- 

Fig  i  zieliung  der  komplexen  Zahlen  auf  die  Punkte 

-"  der  Ebene: 

I.  U  ir  ordnen  jeder  komplexen  Zahl  x-^iy  denjenigen  Punkt  der 
hhcne  zu,  der  in  hezur/  auf  ein  fest  angenommenen  rechticinkligrs 
Kartesisches  Koordinatensystem  die  Koordinaten  x,  y  hat,  und  umgeheltri 
jedem  Punkt  mit  den   KoordinaÜen  x,  y  die  komplexe   Zahl  x  -}-  iy. 

Dabei  entspricht  also  jeder  komplexen  Zahl  ein  und  nur  ein 
Punkt  der  Ebene  und  umgekehrt  jedem  Punkte  der  Ebene  eine  und 
nur  eine  komplexe  Zahl.  Also  muß  auch  jeder  bestimmten  Be- 
ziehung zwischen  Punkten  der  Ebene  eine  bestimmte  Beziehung 
zwischen  komplexen  Zahlen  entsprechen  und  umgekehrt.  Aus  jedem 
Satze  über  komplexe  Zahlen  folgt  durch  Übertragung  in  die  Sprache 
der  Geometrie  ein  Satz  über  Punkte  einer  Ebene;  umgekehrt  aus 
jedem  Satze  der  Geometrie  der  Ebene  ein  Satz  über  komplexe 
Zahlen.  Selbstverständlich  muß  jeder  Satz  jeder  dieser  Theorien 
sich  „rein"  durch  Mittel  beweisen  lassen,  die  ihr  allein  angehören : 
aber  wir  werden  uns  das  mächtige  Hilfsmittel  der  Forschung  nicht 
entgehen  lassen,  das  in  der  Ausnutzung  bekannter  geometrischer 
Sätze  für  unsere  funktionentheoretischen  Zwecke  besteht. 


'  Im  allgemeinen  werden  wir  die  positive  x-Achse  nacli  rechts,  die  positiv» 
//-Achse  vom  Leser  abgewendet  annehmen;  jedenfalls  aber  denken  wir  uns  die 
positiven  Achsenrichtungen  so  gewählt,  daß  das  starr  gedachte  Achsensystem 
durch  bloße  Drehungen  der  Ebene,  ohne  Umklappung,  in  die  eben  angegebent 
Lüge  gebracht  werden  kann.  Ob  man  diese  oder  die  entgegengesetzte  Ver- 
abredung trifft,  ist  an  und  für  sich  natürlich  vollkommen  gleichgültig;  doch 
ist  es  häufig  bequem  für  die  Ausdrucksweise,  daß  man  eine  bestimmte 
Festsetzung  vornimmt,  und  gelegentlich  für  Vorzeichcnbestiminungen  von 
Bedeutung,  daß  man  an  der  einmal  getroffenen  festhält.  (Vgl.  übrigens 
A.  A.  §  14)  Durch  die  getroffene  Festsetzung  über  die  Achsenrichtungen  ist 
auch  die  ,, Vorderseite"  und  die  „Rückseite"  der  Ebene  festgelegt;  von  der 
Kückseite  gesehen  wäre  z.  B.  die  positive  x-Achsc  von  rechts  nach  links  ge 
richtet,  die  positive  »/-Achse  vom  Leser  abgewendet. 
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Den  reellen  Zahlen  entsprechen  die  Punkte  der  j-Achse,  die 
iliiher  Achse  der  reellen  Zahlcv  genannt  wird,  den  rein  imaginären 
Zahlen  (§  3,  YTIi  die  Punkte  der  //-Achse  {Achse  der  rein  inintjiniirni 
Zahlen)} 

Aus  den  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  ergeben  sich 
bekanntlich  seine  Polarkoordinatcn,  Radius  Vector  r  und  Polar- 
winkel ff,  durch  die  Gleichungen  (vgl.  Fig-  1): 

j  ^  I  X  =  7-  cos  ff  , 

l  //  =  r  sin  (f , 
deren  Auflösung  lautet: 
2)  r  =  y  .r^  +  //- ,       (f  =  arc  tg  '[  ■ 

Für  den  Nullpunkt  ist  ?•  =  0  und  (p  unbestimmt,  für  jeden 
anderen  im  Endlichen  gelegenen  Punkt  P  ist  r  >  0  und  (f  bis  auf 
Vielfache  von  2t  bestimmt.     Es  ist  nämlich: 

ff  -^  (f^  -  2h  n ,       wo  Ä  =-  0,     +  1  ,     +  2,  .  .  . , 

""^  Y,,(=Ö,  <  2,7)  den  Winkel  bedeutet,  um  den  mau  die  positive 
j- Achse  ,,im  positiven  Sinn"  drehen  muß,  bis  sie  mit  dem  Strahl- 
OP  zusammenfällt.  Der  positive  Drehsinn  ist  dadurch  definiert,  daß 
für  die  Punkte  der  positiven  //-Achse  7-,,  =  t/2  (und  nicht  =  3. t/2) 
wird.^ 

Nach  diesen  Festsetzungen  können  wir  zusammenfassend  sagen: 
II.  A7if'  Grund  der   Gleichungen  (/)  hinn  jede  komplexe  Zahl  avf 
dir  Form   f/ebracht  iverden: 
3i  z  =  X  -\-  iij  =  r(co3  (f  -\-  2  sin  ((] . 

Dabei  ist  r  der  eindeutig  bestimmte  positive    ll'ert  der    Jfurzel: 

man  nennt  ihn  den  absoluten  Betrag  oder  kurz  den  Betrag  der 
komplexen  Zahl  z  =  .r  -f  iy  und  bezeichnet  ihn  mit: 

;       z    . 

Das  Quadrat  des  absoluten  Betrags  wird  Norm  genannt. 

ff  ist  der  bloß  bis  auf  Vielfache  von  2  t  bestimmte  fVinkel,  den 
der  Strahl  0  P  mit  der  positiven  x- Achse  bildet. 


'  Man  sagt  auch  wohl  ..reelle  Achse".  ..imaginäre  Achse"*,  ebenso  be- 
zeichnet man  als  ..positive  .7- Achse"  die  Halbgerade,  deren  Punkte  den  positiven 
reellen  Zahlen  entsprechen  usw. 

*  Er  ist  also  bei  der  in  der  Fußnote  von  S.  10  getroffenen  Festsetzung  über 
die  positiven  Richtungen  der  Achsen  dem  Sinn  des  Uhrzeigers  entgegengesetzt. 
Die  Winkel  messen  wir  immer  im  Bogenmaß,  d.  h.  die  Maßzahl  des  gestreckten 
Winkels  ist  n,  die  des  rechten  ,t/2  usw. 
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Über  einen  bestimmten  Namen  für  den  Winkel  (f  hat  man  sicli 
nicht  geeinigt;  man  findet  ihn  als  Argument,  Amplitude,  Abweichung, 
Anomalie,  Arcus,  Winkel  der  komplexen  Zahl  z  bezeichnet.  Wir  be- 
nutzen die  beiden  letztgenannten  Bezeichnungen. 

Der  absolute  Betrag  einer  positiven  reellen  Zahl  ist  diese  Zahl 
selbst;  der  absolute  Betrag  einer  negativen  reellen  Zahl  die  ihr 
entgegengesetzte  positive  Zahl  (A.  A.  §  10). 

III.  Der  Faktor 

cos  (f  +  *  sin  'f 
(Richtungsfaktor  der  komplexen  Zahl)  hat  die  Eif/eiischaft ,   daß  sei// 
ahsobder  Betracf  —  1  ist. 

IV.  Die  Bildpunkte  der  Zahlen  vom  absoluten  Betrag  1  liegen  auf 
dem  „Einheitshreis",  d.  h.  auf  dem  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Null- 
punkt und  dessen  J?adius  gleich   der  L'dngeneinJicit  ist. 

„    ,  V.    Die  Zahl: 

a  +  hl 

a  —  ih  —  r  (cos (—  (f)  +  / sin ( —  r/-)) 
=  r  (cos  (f  —  i  sin  f/>) 
lieißt    die   zu  a  -\-  i  h  konjugiert  komplexe  Zahl. 
Ihr    geometrisches   Bild    ist   (vgl.   Fig.  2)  das 
Spiegelbild  des  Punktes   a  -\-  ib  in   bezug  auf 
^'g-  -•  die    Achse    der    reellen    Zahlen.    ■ —   Die    zur 

konjugierten  konjugierte  Zahl  ist  wieder  die  ursprüngliche;  die  kon- 
jugierte der  entgegengesetzten  (§  2,  IV)  ist  die  entgegengesetzte  der 
konjugierten. 

§  5.    Geometrische  Darstellung  der  Addition  und  Subtraktion 
komplexer  Zahlen. 

Aus  den  Punkten,  welche  die  beiden  komplexen  Zahlen  u  -\-  b  i 
und  c  -\-  di  geometrisch  repräsentieren,  läßt  sich  der  ihre  Summe 
darstellende  Punkt  nach  folgender  Vorschrift  konstruieren: 

I.  Man  verbinde  die  beiden  gegebenen  Punkte  mit  dem  Nullpunkt 
durch  gerade  JAnien  und  vollende  das  dadurch  bestimmte  Parallelo- 
gramm; seine  vierte  Ecke   ist  der  gesuchte  Punkt. 

Der  Beweis  ergibt  sich  aus  Fig.  3,  in  der  die  erforderlichen 
Hilfslinien  gezogen  sind.  —  Daß  er  auch  gültig  bleibt,  wenn  die 
gegebenen  Punkte  niclit  beide  im  ersten  Quadranten  liegen,  folgt 
aus  den  in  §  4  getroffenen  Bestimmungen  über  die  Vorzeichen. 

Eine  andere  Form  der  Vorschrift  ist  die  folgende: 

II.  Man  nehme  a -\- b  i  zum  Aufan<ispunkt  einer  Strecke,  welche 
mit  der  von  0  nach  c  -\-  d  i  par/illel,  gleichgerichtet  uwi  gleichlang  ist\ 
ihr    Endpunkt   ist  dann   [a  -\-  b  i)  -\-  [c  +  di). 


,s^"  '),  Ueuiiielrisc/te  DarsleUnnii  iler  Additiun  n.  Siddraktion  kotiijd.  Zaldcn.     1 W 


(a+ch(htdii 


Von  den  in  §  2  behandelten  Eigenschaften  der  Addition  folgt 
die  Kommutativität  aus  der  L,  die  Assoziativität  aus  der  IL  Form 
dieser  Vorschrift.  Darüber  hinaus 
erhalten  wir  gleich  ein  erstes  Bei- 
spiel für  die  Nutzbarmachung  geo- 
metrischer Sätze  zu  analytischen 
Zwecken.  Es  gilt  nämlich  der 
elementargeometrische  Satz:  in  j^^^j^ 
jedem  Dreieck  ist  jede  Seite  nicht 
größer  ^  als  die  Summe  (und  nicht 
kleiner  als  die  Differenz)  der 
beiden  anderen  Seiten.  Aus  ihm 
folgt  auf  Grund  der  Definition  II 
von    §  4    der    folgende    wichtige, 

namentlich  bei  Konvergenzbeweisen   immer  wieder  zur  Anwendung 
kommende  Satz^: 

III.  Der  absolute  Betrag  der  Summe  ztceier  komplexe u  Zahlen  ist 
nicht  größer  als  die  Sianme  (und  nicht  kleiner  als  die  Differenz)  der 
absoluten  Beträge  der  Summanden. 

AMederholte  Anwendung  der  ersten  Hälfte  des  Satzes  III  gibt 
den  allgemeineren: 

IV.  Der  absolute  Betrag  der  Summe  beliebig  vieler  komplexer 
Zahlen  ist  nicht  größer   als  die  Summe  ihrer  absoluten  Betrüge. 


'  Die  gewählte  Ausdrucksweise  berücksichtigt  einen  Greuzfall,  der  hier 
nicht  ausgeschlossen  werden  darf:  daß  nämlich  das  Dreieck  in  eine  Strecke 
ausartet. 

-  Ein  algebraischer  Beweis  wäre  folgendermaßen  zu  führen: 


I  rt   +   ^y  /  I    =    [/  d>-   +   6* , 

\  a  ^  h  i  +  r  ■\-  di\ 


\C  +   di  1  =  ]/c^   +   (/2^ 

{a  +  cf  +  (i  +  df  , 


also: 


(^l  a  +  b  i  \  +  \  c  +  d  i  \  y  -  \  a  +  b  i  +  c  +  d  i  i  - 


=  2  Via*  +  b^){c^  +  d^)  -  2a  c  -  2bd 

=  2  []/(«-  c'  +  b^  e'  +  a-  d'  +  U"  d^  -  ya'-e*  +  2abcd  +  b' d-] 

Die  Wurzeln  sind  alle  positiv  zu  nehmen.      Aber 

(fl  d  -  /j  e)'  ^  0  , 
daher  auch 

a-d'^  +  b'^  c'  ^2abcd\ 

folglich  ist  der  Ausdruck, in  []  nicht  negativ.     Also  ist  auch 

\  a  +  bi\  +  \  c  +  d  i\  ^\  a  -k-  hi  -^  c  +  di\ 
w.  z.  b.  w. 
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Die  geometrische  Darstellung  der  Subtraktion  ergibt  sich  durch 
Umkehrung  der  durch  Fig.  3  gegebenen  Konstruktion: 

V.  Um  die  Differenz  ziceier  gegebener  Punkte:  {a  -{-  b  i)  —  {c  •{•  d  f) 
geometrisch  zu  konstruieren,  verbinde  man  die  Punkte  [a  -\-  b  i)  und 
—  (c  +  di)  mit  dem  Nullpunkt  durch  Geradr  und  vollende  das  dadurch 
bestimmte   Parallelogramm]   seine  vierte    Ecke  ist  der  gesuchte  Punkt. 

Oder: 

Man  nehme  a-\-bi  zum  Anfangspunkt  einer  Strecke,  die  mit 
der  von  0  nach  c  -\-  d  i  parallel,  gleichlang  und  entgegengesetzt  gerichtet 
ist:  ihr  Endpunkt  ist  dt/nn   der  gesuchte  Punkt. 

§  6.  Geometrische  Darstellung  der  Multiplikation  komplexer  Zahlen. 
Die  in  §  3  gegebene  Definition  des  Produkts  zweier  komplexen 
Zahlen   läßt   sich   auf  Grund    der  Entwicklungen   von  §  4  auf  eine 
Form    bringen,    aus    der    sich    die    geometrische    Konstruktion    des 
Produkts  sofort  wird  ablesen  lassen.     Sei  nämlich: 
a  =  a  -\-  ß  i  —  r^  'cos  (f  ^  ~\-  i  sin  (f^) , 
h  =  y  -]-  Öi  =■  /-g  (cos  (f.^  -\-  i  sin  ff  2^  > 
so  folgt  zunächst: 

[ci  -\-  ß  i){y  +  ö?)  =  /•,  r^  [(cos  (f^  COS  rf^  —  sin  (p^  sin  cp^) 

4-  ?(sin  cf^  cos  ff.^  +  cos  (/-,  sin  r/j^]  • 
Das    ist   aber   nach    den  Additionstheoremen  der  trigonometrischen 
Funktionen  nichts  anderes  als: 
1 1  rj  7-2  [cos  {cp^  +  rp^)  +  i  sin  (r/^  +  cf^)] ; 

wir  haben  somit  den  Satz  gewonnen: 

I.  Der  absolute  Detrag  eines  Produkts  ist  gleich  dem  Produkt  der 
absoluten  ßeträge  der  Faktoren,  der  Arcus  des  Produkts  gleich  der 
Summe  ihrer  Arcus. 

Da  wir  schon  in  §  3  gesehen  haben,  daß  das  Produkt  zweier 
komplexen  Zahlen  eindeutig  bestimmt  ist,  muß  es  hier  für  den 
Wert  des  Produkts  gleichgültig  sein,  welche  von  den  unendlich 
vielen  Werten  der  Arcus  der  einzelnen  Summanden  man  nimmt. 
In  der  Tat  kann  man  sich  hiervon  auch  direkt  überzeugen;  ver- 
mehrt man  den  Arcus  eines  Faktors  um  irgend  ein  Vielfaches  von 
2  n,  so  vermehrt  sich  der  Arcus  des  Produkts  um  dasselbe  Viel- 
fache, der  Wert  des  Produkts  selbst  wird  also  nicht  geändert. 

Ein  bemerkenswerter  Spezialfall  wird  für  r^  •=  r^,  (^ ^  =  —  ^^ 
erhalten,  nämlich: 

2t  (t<  +  ßi)[«  -  ßi)  =  u- -\- ß', 

m.   W.: 


^'  r.  Dicision  komplexer  Zahlen. 


If) 


II.    Das  Produkt    zioeier    konjugiert    komplexen   Zahlen    ist    reell, 
viimlich  c/leich  ihrer  gemeinsamen  Norm. 

Die   Gleichung  (1)  läßt  die  Assoziativität    und    Kommutativität 
des  Produkts  unmittelbar  erkennen;  sie  führt  ferner 
zur  geometrischen  Konstruktion  desselben.    In  Fig.  4 
sei  c  der  Punkt,   der  das  Produkt  a  h  geometrisch 
darstellt;  es  sei  dann 

*^  1 0  //  =  7^  j  ,     <^  1 0  Z»  =  f/-^ ,     0  a  =:  ?-j  ,      0  Ä  =  7-., , 
so  ist  zufolge  der  Gleichung  (1): 


ü  c  =  7-,  r.^ , 


also: 


Fig.  4. 


-^hOc^  =  (f^=  ^\0a  ,       0  l:Ua  =  OAiOf. 

Demnach  sind  die  Dreiecke  0  1a  und  Ob  c  einander  gleich- 
stimmig ähnlich  und  die  gesuchte  Konstruktion  ist  folgende: 

111.  Sind  a,  b  die  Funkte,  icelche  die  zu  nndtiplizierenden  Zahlen 
geometrisch  darstellen,  so  konstruiere  man  das  zu  0  l  a  gleichstimmig 
älinlichf  Dreieck  Obc:  die  dritte  Ecke  c  desselben  stellt  das  Produkt 
a  h  dar. 

Diese  Konstruktion  benutzt  außer  dem  Nullpunkt  auch  den 
Einheitspunkt,  was  bei  der  Konstruktion  der  Summe  in  Fig.  3  nicht 
der  Fall  war. 


§  7.  Division  i<omplexer  Zahlen. 

I.  J)en  (Quotienten  ziieier  komple.ven  Zahlen  a  :  b  definieren  tvir  als 
diejenige  komple.xe  Zahl  c,  die  mit  b  multipliziert  a  ergibt. 

Die  in  §  6,  I  gegebene  Darstellung  des  Produkts  gestattet 
sofort  die  Lösung  der  durch  diese  Definition  gestellten  Aufgabe; 
man  findet: 

1)  ~  ■=  1^'-  [cos {(f,  -  (f,)  +  «sin  [(f^  -  r/?^)] , 

m.   VV.: 

II.  iJer  absolute  Betrag  des  Quotienten  ziveier  komplexen  Zahlen 
ist  gleich  dem  Quotienten  ihrer  absohäen  Beträge,  sein  Arcus  gleich 
der  Differenz  ihrer  Arcus. 

Auch  hier  hat  die  Vieldeutigkeit  der  Arcus  auf  das  Resultat 
keinen  Einfluß.  Denn  vermehren  wir  den  zuerst  gewählten  Arcus 
des  Dividenden  oder  des   Divisors  um  2  >t,  so  vermehrt,  bzw.  ver- 


'  D.  i.  der  bis  auf  Vielfache  von  2  tt   bestimmte   Winkel,    um   den   man 
den  Strahl  Ob  im  positiven  Sinn  drehen  muß,  bis  er  mit  0  c  zusammenfällt. 
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mindert  sich  der  nach  der  gegebenen  Regel  zu  bildende  Arcus  des 
Quotienten  um  2  t;  weder  das  eine  noch  das  andere  ändert  den 
Wert  des  Quotienten.     Wir  können  also  sagen: 

III.  Auch  die  Division  zireier  homplexen  Zahlen  ist  eine  stets  aus- 
fii/irbare,  eindeuti(i  bestimmte  Operation;  allein  den  Fall  ausgenommen, 
daß  der  Divisor  gleich  Nidl  ist. 

Geht  man  von  der  trigonometrischen  Darstellung  der  komplexen 
Zahlen  wieder  zu  der  ursprünglichen  zurück,  so  findet  man: 

u  +  ß  i   ^    {uy  +  ßti)  +  {-  a  Ö  +  .i  y)  i 
Y  +  d  i  /*+<$* 

Als   speziellen   Fall    beachte   mau   r^  =  r^,  ff2—~'f\'i   "^^°   findet: 

IV.  Der  Quotient  zweier  honjiigiert  komplexen  Zahlen  ist  eine  Zahl 
vom  absoluten  Betrarje    L 

V.  Der  Quotifut  von  1  durch  eine  homple.re  Zahl  a  heißt  {wie  hei 
reellen  Zahlen)  ihr  reziproker   Ifert.     Ist: 

a  —  u  +  iß  =  r (cos  ff  +  /  sin  ff) , 
so  ist: 

3)  —  =  —7, ^  =  —  (cos  ff  —  /  sin  ff) . 

Vergleichung  der  Formeln  zeigt,  daß  wie  bei  reellen  Zahlen 
der  Satz  gilt: 

VI.  Eine  komplexe  Zahl  wird  durch  eine  andere  dividiert,  indem 
man  .^ie  mit  dem  reziproken    If'ert  der  letzteren  mnltijdiziert. 

Daraus  folgt  dann  weiter,  daß  auch  für  die  Division  komplexer 
Zahlen  alle  Regeln  des  Rechnens  mit  reellen  Zahlen  gelten.  Indem 
wir  dieses  Ergebnis  mit  denen  der  vorhergehenden  Paragraphen  in 
einen  Satz  zusammenfassen,  können  wir  sagen: 

VII.  Im  Gebiet  der  vier  Grundrechnungsarten  darf  man  mit 
komplexen   Zahlen  rechnen  wie  mit  reellen. 

Es  ist  von  Wichtigkeit,  daß  man  sich  den  Inhalt  dieser  Aus- 
sage vollständig  klar  macht.  Sie  enthält  einmal  den  Lehrsatz,  daß 
es  Verknüpfungen  von  Zsihlen paaren  gibt,  welche  denselben  Regeln 
gehorchen,  wie  die  mit  den  Namen  Addition,  Subtraktion  usw, 
bezeichneten  Verknüpfungen  einzelner  reeller  Zahlen;  sie  enthält 
ferner  die  Festsetzung,  daß  man  für  jene  Verknüpfungen  dieselben 
Namen  und  Zeichen  beibehalten  will,  die  für  diese  im  Gebrauch  sind. 

Für  Zalilentripel,  Zahlen(juadrupel  usw.  gilt  krin  entsprechender 
Satz.  Man  kann  zwar  Verknüpfungen  derselben  augeben  —  und 
zwar  noch  in  mannigfaltiger  W^eise  —  welche  /dst  allen  Regeln  des 
Rechnens  mit  reellen  Zahlen  gehorchen;  aber  man  muß  dabei  doch 
immer  entweder  die  eine  oder  die  andere  dieser  Regeln  preisgeben. 
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Der  Beweis  dieses  Satzes  würde  uns  hier  zu  weit  führen;'  ebenso- 
wenig können  wir  auf  die  Frage  eingehen,  ob  es  nicht  trotzdem 
für  bestimmte  Zwecke  vorteilhaft  ist,  solche  „höhere  komplexe 
Zahlen"  einzuführen,  und  auf  welche  von  den  Regeln  der  gemeinen 
Arithmetik  man  noch  am  ehesten  verzichten  kann.^ 

Wollten  wir  uns  an  den  Entwicklungsgang  der  elementaren 
Algebra  anschließen,  so  hätten  wir  uns  nunmehr  zu  den  sogen. 
Operationen  dritter  Stufe,  dem  Potenzieren,  Wurzelziehen  und  Loga- 
rithmieren,  zu  wenden;  wir  verschieben  das  jedoch  auf  später  (§§  18, 
56,  6B),  bleiben  zuerst  bei  den  vier  elementaren  Operationen  und 
sehen  zu,  was  uns  dieses  Gebiet  neues  liefert,  wenn  wir  zu  den 
Begriffen  der  Algebra  noch  die  der  Analysis  angehörigen  Regriffe 
der  Veränderlichen  und  der  Funktion  (A.  A.  §  46)  hinzunehmen. 


ZWEITER  AliSCHNTTT. 

Die  ratioualeii  Fiinktioueii  einer  komplexen  Veränderlichen 
und  die  durch  sie  vermittelten  konformen  Abbildungen. 

§  8.    Allgemeine  Vorbemerkungen; 
die  Funktion  x  +  a  und  die  Parallelverschiebung. 

Wir  wollen  in  diesem  und  in  den  folgenden  Paragraphen  unser 
Augeömerk  auf  den  Fall  richten,  daß  von  den  beiden  durch  Addi- 
tion, Subtraktion,  Multiplikation  oder  Division  zu  verbindenden  kom- 
plexen Zahlen  a,  z  die  eine,  a,  als  fest  gegeben  {konstant),  die  an- 
dere, z,  als  veränderlicJi  angesehen  wird,  d.  h.  z  soll  ein  Zeichen  sein, 
unter  welchem  im  Laufe  der  Untersuchung  immer  andere  und  andere 
(komplexe)  Werte  verstanden  werden.  Wir  sagen  genauer,  daß  wir 
diese  Zahl  z  als  unbeschränkt  veränderlich  ansehen  wollen,  d.  h.  als 
ein  Zeichen,  unter  welchem  jede  bellehifje  komplexe  Zahl  verstanden 
werden  darf.  Konstante  Zahlen  bezeichnen  wir,  wie  üblich,  meist 
durch  die  ersten,  veränderliche  durch  die  letzten  Buchstaben  des 
Alphabets. 

'  Vgl.  etwa  D.  Hilbert,  Gott.  Nachr.  1896  oder  0.  Stolz  und  A.  Gmeineu. 
Theoretische  Arithmetik,  Lpz.  1902,  Abschnitt  X. 

*  Vgl.  etwa  H.  Hankei,,  Theorie  der  komplexen  Zalilonsystenie  (Lpz.  1867), 
sowie  S.  LiE.  Kontinuierliche  Gruppen,  hsg.  von  G.  Scheffers  (Lpz.  1893), 
Kap.  21. 
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Die  Unterscheidung  Jcwischen  Konstanten  und  Veränderlichen 
bekommt  ihre  Bedeutung  eigentlich  erst,  wenn  wir  zwei  verschiedene 
Veränderliche  zueinander  in  Beziehung  bringen.  Setzen  wir  etwa, 
um  gleich  an  das  einfachste  Beispiel  anzuknüpfen: 

1)  z'  =  z  -\-  a  , 

so  wird  zugleich  mit  z  auch  z'  eine  veränderliche  Zahl  sein.  Ihre 
Veränderung  ist  aber  durch  die  Gleichung  (1)  in  bestimmter  Weise 
an  die  Veränderung  von  z  gebunden;  wir  nennen  sie  deshalb  eine 
Funktion^  von  z,  und  zwar  eine  rationale.    Wir  definieren  nämlich: 

T.  Eine  komplexe  T  er  an  derliche  z'  heißt  rationale  Funktion 
einer  andern  z,  ivenn  sie  aus  dieser  und  aus  Konstanten  durch  eine 
endliche  Anzahl  von  Additionen,  Subtraktionen,  Multiplikationen  und 
Divisionen  abgeleitet  werden  kann. 

IL  JFird  ron  Divisionen  kein  Gebrauch  ffemacht,-  so  heißt  die 
Funktion  eine  rationale  ganze. 

Stellen  wir  z  und  z'  in  zwei  verschiedenen  Ebenen  geometrisch 
dar,  so  stellt  eine  Gleichung: 

2)  z'  =  /  (z) 

eine  Abbildung  der  r-Ebene  auf  die  r'-Ebene  dar,  bei  der  jedem 
Punkt  2  der  ersteren  ein  Punkt  z'  der  letzteren  entspricht.  Deuten 
wir  aber  z  und  z'  in  der  nämlichen  Ebene  und  unter  Zugrunde- 
legung des  nämlichen  Achsensystems,  so  wird  durch  eine  solche 
Gleichung  jedem  Punkt  z  der  Ebene  ein  bestimmter  anderer  Punkt  z' 
derselben  zugeordnet;  sie  stellt,  wie  man  sich  ausdrückt,  eine  Trans- 
formation der  Ebene  in  sich  dar. 

Was  insbesondere  die  Gleichung  (1)  angeht,  so  zeigt  die  in 
Fig.  3  gegebene  Konstruktion,  daß  ihr  zufolge  jeder  Punkt  r'  aus 
seinem  entsprechenden  z  erhalten  wird,  wenn  man  die  ganze  Ebene 
parallel  mit  sich  selbst  in  der  Richtung  und  um  die  Länge  der 
Strecke  0^/  verschiebt: 

'  Wir  werden  später  (iu  i?  33)  das  Wort  „Funktion  einer  komplexen  Ver- 
änderlichen" in  einem  engeren  als  dem  hier  angedeuteten  Sinne  definieren;  es 
wird  sich  übrigens  dann  zeigen,  daß  die  in  diesem  Abschnitt  zu  behandelnden 
rationalen  Funktionen  auch  in  jenem  engeren  Sinne  „Funktionen"  ihres  Argu- 
ments sind.  Aus  diesem  Grunde  mag  es  gestattet  sein,  hier  ,, rationale  Funktion 
von  s,"  zu  definieren,  ohne  vorher  förmlich  definiert  zu  haben,  was  unter 
,, Funktion  von  x"  überhaupt  verstanden  werden  soll. 

'  Nur  .solche  Divisionen  sind  hier  auszuschließen,  bei  welchen  der  Nenner 
von  X  abhängt;  Division  mit  einer  Konstanten  ist  Multiplikation  mit  ihrem 
reziproken  Wert,  also  auch  mit  einer  Konstanten  (A.  A.  §  2"). 
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III.  Die  durch  Gleichung  (/)  dargestellte  Transformation  der  Ebene 
in  sich  ist  eine  Farallelverschiebung  (Translation)  in  der  liichtung  und 
um  die   Länge  der  Strecke  0  a. 

Insbesondere  beachte  man: 

IV.  Jllrd  der  Zusammenhang  zicischen  z  und  z  durch  Gleichung  {1) 
dargestellt,  so  ist  jede  aus  Punkten  z  gebildete  Figur  zu  der  aus  den 
entsprechenden   Funkten   z  gebildeten  kongruent. 

§  9.   Die  Funktion  «^. 

Die  nächst  einfache  rationale  Funktion  von  z  ist  das  Produkt: 

1)  z  =  az 

aus  z  und  einer  Konstanten  a\  wir  fragen,  was  für  Transformationen 
der  Ebene  in  sich,  o.der  auch,  was  für  Abbildungen  der  2:-Ebene  auf 
die  z'-Ebene  durch  diese  Gleichung  je  nach  dem  Werte  von  a  dar- 
gestellt werden.     Dabei  müssen  wir  vor  allem  den  Fall 

a  =  0 

ausscheiden;  in  diesem  wird  z'  =  0,  was  auch  z  sein  mag,  und  wir 
haben  es  folglich  gar  nicht  mit  einer  eigentlichen  Transformation  zu 
tun.     Dann  betrachten  wir  zunächst  zwei  wichtige  Sonderfälle. 

Sei  erstens  a  eine  Zahl  vom  absoluten  Betrage  1,  also  (§  4,  III): 

2)  a  =  cos  a  -\-  i  sin  a , 

wo  a  ein  reeller  Winkel  ist.  Die  in-  §  Q,  Fig.  4  gegebene"  Konstruk- 
tion des  Produkts  zeigt  dann,  daß  die  Strecke  Ö  z'  mit  der  Strecke  Ö z 
gleich  lang  ist,  aber  einen  um  die  Konstante  a  größeren  Winkel 
mit  der  x-Achse  einschließt.  Es  wird  also  jeder  Punkt  z'  aus  seinem 
entsprechenden  z  erhalten,  wenn  man  die  ganze  Ebene  um  den  Null- 
punkt durch  den  Winkel  c/.  dreht,  m.  a.  W. : 
I.    Die  durch: 

3)  z'  =  (cos  a  +  i  sin  a)  z 

[u  reell)  dargestellte  Transformation  der  Ebene  in  sich  ist  eine  Drehung 
um  den  Nullpunkt  durch  den    JFinkel  u. 

(Insbesondere  ist  z  —iz  eine  Drehung  um  einen  rechten  Winkel, 
z  —  —  z  eine  Drehung  um  zwei  Rechte.) 

Wir  fügen  hinzu: 

IL  Auch  in  diesem  Fall  (wie  in  dem  in  §8  behandelten)  ist  jede  aus 
Punkten  z  gebildete  Figur  zu  der  aus  den  entsprechenden  Punkten  z 
gebildeten  kongruent. 
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Sei  zweitens  a  eine  reelle  positive  Zahl  r.  Dann  liegen  (vgl. 
wieder  Fig.  4)  je  ein  Punkt  z  und  sein  entsprechender  z'  auf  einer 
Geraden  durch  den  Nullpunkt  und  stehen  in  der  Beziehung  zu- 
einander, daß  die  Länge  der  Strecke  0  z'  zu  der  von  0  z  ein  kon- 
stantes Verhältnis  hat.     Wir  sagen: 

III.  nir  durch: 

z'  =  r  z 

(r  reell  posiiirj  dargestellte  Transformation  der  Khenr  in  sich  ist  eine 
Streclmnfi  vom  ynllpunkt  aiis. 

(Ist  7- <  1,  so  werden  die  vom  Nullpunkt  ausgehenden  Strecken 
nicht  verlängert,  sondern  verkürzt;  das  Wort  „Streckung"  soll  heide 
Möglichkeiten  umfassen.) 

IV.  Bei  dieser  Transformation  ist  jede  aus  Punkten  z  (/ebildete 
Figur  zn  der  aus  den  entsprechenden  Funkten  z  gebildeten  zwar  nicht 
kongruent,  aber  doch  noch   ähnlich. 

Nach  Erledigung  dieser  beiden  Sonderfälle  gehen  wir  zum  all- 
gemeinen Fall  der  Transformation  ( I )  über.    Die  Multiplikation  mit: 

u  =  r  (cos  a  +  i  sin  (■!) 

kann  vermöge  der  Assoziativität  der  Produktbildung  f§  3  (12))  da- 
durch geschehen,  daß  man  erst  mit  r  und  dann  mit  cos«  -f /sin« 
multipliziert.     Daraus  folgt: 

V.  iJie  allgemeine  Transformation  (/)  setzt  sich  aus  einer  Drehung 
um  den  Nullpunkt  durch  den  Arcus  von  a  und  einer  Streckung  von 
ihm  aus  im  Ferhältnis  a  j  ;  /  zusammen;  sie  ist  eine  Ahnlichkeits- 
/ransformafion   mit  dem  ?\idlpnnkt  als     Ihnlichkeitszentrum. 

Die  Kommutativität  der  Multiplikation  gibt  noch  den  Satz,  daÜ 
die  Reihenfolge,  in  der  Streckung  und  Drehung  vorgenommen 
werden,  für  das  Endergebnis  gleichgültig  ist.  Man  pflegt  das  so 
auszudrücken: 

VI.  Streckung  von  einem  Funkle  aus  und  Drehung  um  deuselben 
sind  vertauschhare   Transformation. 

§  10.    Die  lineare  ganze  Funktion  und  die  allgemeine  Ähnlichkeits- 
transformation. 

I.  Ist  eine  komplexe  l  rränderliche  z'  an  eine  andere  z  durch  eine 
fi'leichnng   der   Form  gebunden : 

1 )  z'  =az  -i   h, 

in   welcher   a.  b   beliebige   komplexe  Konstante   bedeuten   kö/nieu,   so  smirn 

wir:   z'  ist  eine  lineare   qauze   Funktion  von  z. 
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Den  Fall  a  =  0  dürfen  wir  wie  in  §  9  beiseite  lassen;  denn 
in  diesem  Fall  stellt  Gleichung  (1)  überhaupt  keine  eigentliche  Trans- 
formation der  Ebene  in  sich  dar,  es  entspricht  vielmehr  einem  be- 
liebigen Punkte  z  der  feste  Punkt  z'  =  l).     Ist  aber: 

SO  können  wir  die  Transformation  (1)  in  verschiedener  Weise  aus 
den  uns  bereits  bekannten  einfacheren  Transformationen  zusammen- 
setzen. Wir  können  z.  B.  eine  Hilfsveränderliche  z"  durch  die 
Gleichung: 

;<)  z"  =  az 

einführen;  dann  drückt  sich  z'  durch  dieses  z"  fulgendermaßen  aus: 
4^  z'  ^  z"  -\-  b. 

II.  Die  durch  (/)  verlauyte  Transformation  hann  alm  dadurch 
'r hallen  tcerden,  daß  man  zunächst  (Gleichung  3)  eine  Slreckmig  vom 
Änfangspnnlite  aus  samt  einer  Drehung  um  ihn  vornimmt  und  darauf 
(Gleichung   4i   noch   eine  Parallelverschiebung  folgen  läßt. 

Man  kann  auch  (immer  unter  Voraussetzung  der  Ungleichung  (2)) 
erst  eine  Hilfsveränderliche  z'"  durch: 

5)  z"  =  .  +  - 

einführen;  dann  wird: 

G)  z'  =  a  z" . 

III.  I)ie  allgemeine  Transformation  {/]  kann  also  auch  dadurch 
erhalten  tcerden,  daß  man  die  Ebene  erst  parallel  mit  .^ich  verschiebt 
und  dann  streckt  und  dreht. 

Dabei  ist  zu  beachten,  daß  zwar  der  Koeffizient  der  Streckung 
und  Drehung  in  (6)  derselbe  ist  wie  in  (3),  daß  aber  die  Koeffi- 
zienten der  ParallelverschiebuDg  in  (4)  und  (5)  nur  für  «  =  1  über- 
einstimmen, d.  h.  wenn  überhaupt  keine  Streckung  und  Drehung 
daneben  in  Frage  kommt.  Wir  heben  das  im  Gegensatz  zu  §  9,  VI 
ausdrücklich  durch  den  Satz  hervor: 

IV.  Parallelverschiebung  einerseits,  Drehung  mit  Streckung  anderer- 
seits .sijid  nicht  vertauschbare   Operationen. 

Auf  eine  dritte  bemerkenswerte  Darstellung  der  durch  (1)  ge- 
gebenen Transformation  der  Ebene  in  sich  werden  wir  geführt,  wenn 
wir  die  Frage  aufwerfen,  ob  bei  ihr  bestimmte  Punkte  festbleiben, 
d.  h.  analytisch  ausgedrückt,  ob  es  Werte  z  gibt,  welche  mit  den 
ihnen  vermöge  (])  entsprechenden  Werten  z  zusammenfallen.  Für 
jeden  solchen  Weit  muß: 

7)  Z   r=    aZ   -\-h 
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sein;  diese  Gleichung  hat,  wenn  a  ^  l  ist,  eine  und  nur  eine  Wurzel. 
Bezeichnen  wir  sie  mit  j^,  so  erhalten  wir: 


8)  C  = 


1  -  u 


Führen  wir  diese  Zahl  an  Stelle  von  b  in  die  Gleichung  (1)  ein, 
80  können  wir  diese  schreiben: 

9)  z'  -:=^a{z-:]. 

Die  Transformation  (1)  kann  also  auch  dadurch  bewerkstelligt  werden, 
daß  man  nacheinander  die  drei  einfacheren  Transformationen: 

2"  =  r  —  c ,  z'"  =  a  z",  z  =  z"  +  t. 
ausführt,  m.  a.  W.  daß  man  erst  die  Ebene  so  parallel  mit  sich 
selbst  verschiebt,  daß  der  frühere  Punkt  r  =  ^  in  den  Nullpunkt  zu 
liegen  kommt;  daß  man  dann  eine  Streckung  von  diesem  Punkt 
aus  und  eine  Drehung  um  ihn  vornimmt;  daß  man  endlich  diesen 
Punkt  wieder  in  seine  frühere  Lage  z  =■  t,  zurückführt.  Dabei  er- 
hält man  aber  dasselbe  Ergebnis,  wie  wenn  man  einfach  vom  Punkte 
z  =  ^  aus  gestreckt  und  um  ihn  gedreht  hätte;  man  kann  dem- 
nach den  Satz  aussprechen: 

V.    Ist  a  =1=  /,    so    kann   die   durch  (/)  [je forderte    Transformation 
der    Ebene    in    sich    auch    dadurch    geschehen,    daß    man    sie    um    den 

Punkt: 

b 

z  = 

1  —  a 

durch  den  Arcus  von  a  dreJit  und  im  Verhältnis  \a.  :  1  von  diesem 
Punkt  aus  streckt;  also  wird  bei  ihr  jede  Figur  in  eine  zu  ihr  ähn- 
liche übergeführt.. 

Man  kann  zu  demselben  Ergebnis  auch  noch  auf  einem  etwas 
andern  Wege  gelangen.   Man  kann  nämlich  eine  Gleichung  der  Form: 

10)  Z  =  f{z) 

auch  noch  anders  deuten,  als  wir  es  seit  §  8  zu  tun  gewohnt  sind. 
Statt  Z  und  z  als  komplexe  Zahlen  zu  betrachten,  die  zwei  ver- 
schiedenen  Punkten  der  Ebene  in  bezug  auf  dasselbe  Koordinaten- 
system zugehören,  können  wir  die  Gleichung  auch  so  auffassen,  daß 
durch  sie  dem  Punkte,  der  für  ein  bestimmtes  Koordinatensystem 
die  komplexe  Zahl  z  repräsentiert,  noch  eine  andere  komple.rc  Zahl 
Z  zugeordnet  wird.     Hat  die  Gleichung  (10)  insbesondere  die  Form: 

11)  z^z-:, 

80  kann  man  diese  Zahl  Z  auch  so  beschreiben:  Wenn  man  den 
Punkt,    der    im    alten    Koordinatensystem    <!;   hieß,    zum    Nullpunkt 


1 
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eines  neuen  Koordinatensystems  macht,  dessen  Achsen  zu  denen  des 
alten  parallel  sind,  und  dessen  Längeneinheit  der  des  alten  gleich 
ist,  so  erhält  der  Punkt,  der  in  bezug  auf  das  alte  Koordinaten- 
system z  hieß,  in  bezug  auf  das  neue  die  Zahl  /.  Der  Punkt,  der 
in  bezug  auf  das  alte  Koordinatensystem  z  hieß,  erhält  dann  im 
neuen  die  Zahl: 

12)  z'  =  z'  -: 

zugeordnet.  Die  Beziehung  zwischen  den  Punkten  z  und  z\  die  im 
alten  Koordinatensystem  durch  die  Gleichung  (1)  oder  (9)  ausgedrückt 
war,  drückt  sich  im  neuen  durch  die  Gleichung: 

13)  Z'  =  aZ 

aus,  d.  h.  sie  ist  eine  Ahnlichkeitstransformation.  Damit  ist  die 
letzte  Behauptung  von  Satz  V  von  neuem  abgeleitet. 

Wir  können  aber  auch  die  U.mkehrung  dieses  Satzes  beweisen. 
Denn  eine  „direkte"  Ähnlichkeitstransformation  der  Ebene  ist  bestimmt, 
sobald  zu  zwei  verschiedenen  Punkten  z^,  z^  die  entsprechenden  z',,  z\^ 
gegeben  sind;  zu  jedem  dritten  Punkte  z^  ist  nämlich  dann  der 
entsprechende  z'g  dadurch  eindeutig  festgelegt,  daß  die  Dreiecke 
z^  z^  z.^  und  z'^  z'.^  r'g  einander  gleichstimmig  ähnlich  sein  müssen. 
Man  kann  aber  immer  eine  Transformation  der  Gestalt  (1)  angeben, 
welche  z^,  z^  in  z\,  z\  überführt.  Denn  dazu  ist  nur  nötig,  daß  a 
und  b  die  Gleichungen  erfüllen: 

14)  z'j  =  a  Zj  +  Z» ,       z'.2  =  az^-\- b\ 
die  aus  diesen  Gleichungen  sich  ergebenden  Werte: 


sind   aber  unter  der  getroffenen  Voraussetzung  z^  4=  -1  endlich  und 
bestimmt;  wir  können  sagen: 

VI.  Jede  Transformation  der  Ebene  in  sich,  welche  jede  Figur  der 
Ebene  in  eine  zu  ihr  gleichstimmig  ähnliche  überführt^  läßt  sich  in  der 
Form  (/)  ausdrücken.^ 


'  Als  Beispiel  dafür,  wie  sich  geometrische  Sätze  durch  die  Reclinung  mit 
komplexen  Zahlen  ergeben,  mag  angeführt  werden,  daß  aus  VI  und  V  der 
Satz  folgt: 

Jede  direkte  Ahnlichkeitstransformation  der  Ebene,  die  nicht  eine  bloße 
Parallelverschiebung  ist,  kann  aufgefaßt  werden  als  Drehung  um  den  einzigen 
bei  ihr  festbleibenden  Punkt,  verbunden  mit  einer  Streckung  von  diesem 
Punkte  aus. 
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Zum  Zwecke  späterer  Verwendung  wollen  wir  noch  die  Be- 
dingung für  die  gleichstimmige  Ähnlichkeit  zweier  Dreiecke  durch 
die  ihre  Ecken  darstellenden  komplexen  Zahlen  ausdrücken.  Sollen 
die  Dreiecke  z,  z.^  r,  und  z\  z\  z\  ähnlich  sein,  so  müssen  die  in  ( 1 5) 
gefundenen  Werte  von  a  und  h  auch  noch  die  Gleichung 

z.^  =  az.^Arh       ^ 
erfüllen;  das  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn: 

ist.  Hier  können  wir  die  gestrichenen  Buchstaben  auf  die  eine,  die 
ungestrichenen  auf  die  andere  Seite  des  Gleichheitszeichens  bringen 
und  den  Satz  so  formulieren: 

VlI.  Die  nota-cndicje  vud  hinreichende  Bedinguvn  fiir  die  <//eich- 
stimmige  Ährdichkeit  ztoeier  Dreiecke  z^  r,  z^  und  z\  z\  z'.,  ist  die,  dnß 
der   Quotient: 

d.  h.  gleich  ist  dem  entsprechenden  aus  den  gestrichenen  Buchstaben 
gebildeten  Quotienten. 

Dasselbe  Ergebnis  läßt  sich  übrigens  auch  geometrisch  erhalten. 
Denn  der  absolute  Betrag  der  Differenz  z.^  —  z^  ist  nach  §  5,  V 
gleich  der  Länge  der  Strecke  von  t.^  nach  z.,,  ihr  Arcus  gleich 
dem  Winkel,  den  diese  Strecke  mit  der  Halbachse  der  positiven 
reellen  Zahlen  einschließt;  und  entsprechendes  gilt  von  der  Dilie- 
renz  z^  —  z^.  Der  absolute  Betrag  des  Quotienten  auf  der  linken 
Seite  der  Gleichung  (17)  ist  also  gleich  dem  Verhältnis  zweier 
Längen  der  Seiten  des  Dreiecks  z^  z,  z^,  sein  Arcus  gleich  dem  von 
ihnen  eingeschlossen  -^  [z.-,z^z^\  und  da  von  der  rechten  Seite  ent- 
sprechendes gilt,  so  sagt  die  Gleichung  aus,  daß  die  beiden  Drei- 
ecke Tj  r,  Zy  und  z\  z\  z'.^  gleichstimniig  ähnlich  sind. 

§11.  Die  Funktion  '  und  die  Transformation  durch  reziproke  Radien. 

Die  Untersuchung  des  Quotienten,  betrachtet  als  eine  Funktion 
des  Dividenden,  führt  wegen  des  Satzes  VI  von  §  7  auf  die  im  §  t) 
erledigte  Untersuchung  des  Produkts;  betrachtet  mau  ihn  als  eine 
Funktion  des  Divisors,  so  läßt  sich  die  Untersuchung  wegen  desselben 
Satzes  auf  den  Fall  zurückführen,  daß  der  Zähler  =  1  ist.  Es  bleibt 
die  Frage:  ^^'elche  Transformation  der  Ebene  in  sich  wird  durch 
die  Funktion: 
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vermittelt?     z   ist   unbeschränkt   veränderlich    mit   der    einen   Ein- 
schränkung,  daß   der  Wert  ^  =  0  einstweilen  ausgeschlossen  bleibt. 
Setzen  wir.  um  das  zu  untersuchen: 

z    =  .r    +  /  V    =  ;•  (cos  (f    +  i  siu  ff  ) 
:'  ^-  y  +  i  1/'  =  r'(cos  y'  +  /sin  f,'], 
so  ergibt  sich  aus  §  7  Gleichung  (3): 

2)      r'  =       ,      (r'  ^  -  (f  ,       also:  ./'  =     ^-^^  ,      y'  =  -^^-~,  ■ 

Die  durch  diese  Gleichungen  dargestellte  Transformation  läßt  sich 
aus  zwei  geometrisch  einfacheren  zusammensetzen,  die  einzeln  für 
sich  betrachtet  nicht  durch  rationale  Funktionen  einer  komplexen 
Veränderlichen  vermittelt  werden.  Führen  wir  nämlich  erst  die 
Hilfstransformation : 

4i  r  =  r,       ff  =  —  ff> 

oder 

5)  J:  —  x.         Jl  ~  —  II 

aus,  so  müssen  wir  nachher  noch: 

a\  ,        1  ,       - 

6)  '■  =  y '      ^t  ^  7" 

oder 

^/  ^       r  ,  ^       \ 

.r-  +  //■-'        "         .r*  +  y"- 

ausführen,  um  die  Transformation  (1)  zu  erhalten. 

I.  Die  Gleichungen  (-/),  [5]  stellen  ivgl.  §  4,  V)  den  Übergang 
von  jeder  komplexen  Große  zu  ihrer  konjugierten  dar.  geometrisch 
die  Spiegelung  an  der  Achse  der  reellen  Zahlen. 

II.  I)ie  flurch  die  zwei  Gleichungen  [0]  dtirgestellte  Transformafia/i 
heißt  (icegen  der  ersten  jener  Gleichungen)  Transformation  durch  rezi- 
proke Radien  in  bezug  auf  den  Einheitskreis  oder  auch  Spiegelung ' 
am  Einheitshreis.  Wir  müssen  vor  allem  ihre  wesentlichsten  Eigen- 
schaften entwickeln. 

III.  Die  Transformation  [Ö)  ist  involutorisch,  d.  h.  je  xu'ti  Funkte 
entspreehen  sich  bei  ihr  gegenseitig.  Die  Gleichungen  (6)  gehen  näm- 
lich in  sich  über,  wenn  man  ?•'  mit  r  und  ff'  mit  ff  vertauscht. 


*  In  übertragenem  Sinne;  das  Spiegelungsgesetz  der  Optik  ist  ein  anderes. 
Hagegen  ist  die  liier  behandelte  Tranr^fonnation  für  die  Elektrostatik  von 
Wichtigkeit. 
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IV.  Liegt  der  Punkt  /•,  (f  anßerhalh  des  Einheitskreises,  so  wird 
der  Funkt  /•',  rf'   konstruiert ,    indem    man   von    {r,  ff)   an  den  Einheits- 

-   _  kreis  die  Tangenten  legt  7ind  die  J'erbindungslinie 

ihrer  Berührungspunkte  mit  dem  nach  (r,  (f) 
geltenden  Uadiiis  zum  Schnitt  bringt.  (Fig.  5.) 
Zu  einem  innerhalb  des  Einheitskreises  ge- 
legenen Punkt  wird  der  entsprechende  (wegen 
III)  durch  Umkehrung  dieser  Konstruktion 
erhalten.  Jeder  Punkt  des  Einheitskreises 
entspricht  sich  selbst. 
„.  .  Eine    weitere    wesentliche    Eigenschaft 

unserer  Transformation  ist,  daß  sie  Kreise  in 
Kreise  überführt,  d.  h.  daß  bei  ihr  den  sämtlichen  Punkten  eines 
beliebigen  Kreises  Punkte  entsprechen,  die  wieder  auf  einem  Kreise 
liegen.    Denn  wenn  die  Koordinaten  eines  Punktes  x,  7/  der  Gleichung: 

genügen,  die  bei  geeigneter  Wahl  der  Koeffizienten  jeden  beliebigen 
Kreis  darzustellen  imstande  ist,  so  genügen  nach  (7)  x',  //  der 
Gleichung: 

9)  d{x'^  +  7/2)  ^hx  +  cg'  +  a  =-0, 

die  ebenfalls  im  allgemeinen  einen  Kreis,  nur  für  r/  =  0  eine  gerade 
Linie  darstellt.  Der  ausgesprochene  Satz  ist  also  richtig,  wenn  eine 
gerade  Linie  als  Sonderfall  eines  Kreises  angesehen  wird;  andern- 
falls wäre  er  folgendermaßen  auszusprechen: 

V.  Einem  Kreise,  der  nicht  durch  den  Nullpiinkt  geht  {a  4=  0,  ^/  =|^  0\ 
entspricht  wieder  ein  Kreis,  der  nicht  durch  den  Nullpunkt  geht;  einem 
Kreise  durch  den  Nullpunkt  [a^O,  d  =  0)  eine  Gerade,  die  nicht  durch  den 
Nullpunkt  geht;  eine  Gerade  durch  den  Nullpunkt  [a  =  0,  d  —  0)  ent- 
spricht sich  seihst. 

Wir  fügen  noch  bei: 

Va.  Parallelen  Geraden  entsprechen  Kreise  mit  gemeinsamer 
Tangente  im  Nullpunkt. 

W^ir  beweisen  ferner  folgenden  Satz: 

VI.  Der  Hinket,  unter  welchem  sich  irgend  zwei  Kurven  (^,  C^ 
sclmeiden,  ist  entgegengesetzt  gleich  dem  1/ inkel,  unter  welchem  sich 
die  Kurven  C^',  C^  schneiden,  die  den  Kurven  C^'  C\  bei  der  Trans- 
formation durch  reziproke  Radien  entsprechen. 

Wir  setzen  voraus,  daß  die  Kurven  (\  und  L\  in  ihrem  Schnitt- 
punkt P  bestimmte  Tangenten  /,,  t^  besitzen.  Ist  «,,  der  Winkel 
(^0,  <  n),  um  den  man  die  Gerade  t^  im  positiven  Sinne  (s.  S.  11) 
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drehen  muß,  bis  sie  mit  t^  zusammenfällt,  so  ist  der  Winkel,  den 
die  Kurve   C\  mit  C^  bildet,  definiert  durch  die  Gleichung 

10)  -^(C'g,  (7j)  =  f^,  +  Ä  T,  wo  Ä  =  0,   +  1,   q:  2,  .  .  . 

Dieser  Winkel  ist  also  bloß  bis  auf  Vielfache  von  n  bestimmt.^ 
Aus  der  gegebenen  Definition  folgt  unmittelbar: 

ferner,  falls  C^  eine  dritte  durch  P  gehende  Kurve  ist: 

12)  4c(C,,  C,)  =  ^{C„  C\)  +  ^{C„  g. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  die  Behauptung  des  Satzes  VI 
kurz  und  scharf  durch  folgende  Gleichung  ausdrücken : 

13)  ^{C\,C,)^^[C^  C^).  ^^ß^ 
Mit  Rücksicht  auf  (12)  genügt  es,    wenn   wir  (13)  x\    \ 
unter  der  besonderen   Annahme   beweisen,   daß  C^  ^         ^  ^' 
eine  Gerade  OT  durch  den  Nullpunkt  ist.     Dann  Fig.  6. 
ist  nach  V   C/  mit    C^  identisch.    Sind  nun  P,  P' 

und  ^,  Q'  zwei  Paare   einander  entsprechender  Punkte  (Fig.  6),   so 
ist  nach  Gleichung  (6i: 

OP.  ÖF  =  0^ .  0 ^'  =  1 , 
also : 

ö  F:  öq  =  oq-  OF, 

d.  h.  . 

AOPQ^  AOQ'P' 

und  insbesondere,  wenn  man  noch  mit  h,  h',  1  die  Geraden  P  Q,  P'  Q', 
0  Q'  bezeichnet, 


14) 

Läßt  man  nun  den  Punkt  Q  dem  Punkte  P  auf  einer  bestimmten 
Kurve  Q  sich  nähern,  so  nähert  sich  auch  der  Punkt  Q'  dem 
Punkte  P'  auf  der  entsprechenden  Kurve  C^';  It,h'  werden  die  Tan- 
genten der  beiden  Kurven,  /  fällt  in  der  Grenze  mit  C\  =  C\'  zu- 
sammen, es  wird  also  nach  (14): 
15)  ^{C^,C,)=^-^{C\',C,'), 

w.  z.  b.  w. 

Da  uns  Transformationen  mit  dieser  Winkeleigenschaft  öfter 
begegnen  werden,  wollen  wir  hier  gleich  einen  Namen  für  sie  ein- 
führen.    Wir  definieren: 

'  Dagegen   ist  der  Winkel,  den   ein  Strahl   mit   einem    andern   bildet,   bis 
auf  Vielfache  von  2n  bestimmt  (S.  15). 
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VIT.  Eine  Transformation,  bei  icelc/ier  der  fiinkel  zwischen  irgend 
zwei  Kurven  r/Jeich  oder  entgegengesetzt  gleic/i  ist  dem  Winkel  zwischen 
den  entsprechenden  Kurven,  d.  h.  eine  TrrDisformation ,  hei  der  ent- 
weder  stets 

oder   stets 

H)  4::(C\,C^)  =  -^(6V,CV. 

ist^  hei/M  eine   konforme   lauch   wohl  isogonale^   winheltrene   oder  „in  dev 
lileinsten   Teilen  ähnliche'")   Äbbüdung. 

Je  nachdem  der  Sinn  der  Winkel  erhalten  bleibt  oder  geändert 
wird,  d.  h,  je  nachdem  Gleichung  (16)  oder  (17)  gilt,  spricht  man 
von  einer  konformen  Abbildung  „o/<ne"  oder  „mit  Umlegung  der 
If'inkel".  Satz  VI  kann  mit  Benutzung  dieser  Bezeichnung  so  aus- 
gesprochen werden : 

VIII.  Die  Transformation  durch  reziprohe  Juidien  ist  eine  konforme 
Abbildung  mit   Umlegiing  der    Winkel. 

Die  durch  die  Gleichungen  (4)  oder  (5)  dargestellte  Spiegelung 
an  der  x-Achse  ist  ebenfalls  eine  konforme  Abbildung  mit  Umlegunp 
der  Winkel.  Setzen  wir,  um  zu  der  ursprünglich  vorgelegten  Trans- 
formation (1)  zu  gelangen,  die  beiden  Transformationen  (4)  und  (6 
zusammen,  so  heben  sich  die  beiden  Änderungen  des  Sinnes  der 
Winkel  gegenseitig  auf;  wir  können  also  sagen  —  und  das  ist  das 
wichtigste  Resultat  dieses  Paragraphen  — : 

IX.  Ifie  Transformation  z'  =  z"^  ist  eine  konforme  Abbild// ng  ohi/> 
Umlegnng  der  H  inket. 

§  12.    Die  Division    durch  Null;    der  Wert   unendlich   einer   kom- 
plexen Variabein. 

Während  die  Addition,  Subtraktion  und  Multiplikation  auch  im 
Gebiete  der  komplexen  Zahlen,  wie  wir  gesehen  haben,  ausnahmslos 
ausführbare  Operationen  sind,  ist  das  mit  der  Division  nicht  der 
i^all;  es  gibt  unter  den  bisher  von  uns  eingeführten  Zahlen  keine, 
die  mit  Null  multipliziert  eine  gegebene  von  XuU  verschiedene  Zahl  ^7 
lieferte,  die  also  als  Ergebnis  der  durch 


geforderten  Division,  geniiiB  der  Definition  dieser  Operation  in  §  7. 
angesehen    werden   könnte.      Infolgedessen   ist   auch   die   im   vorigen 
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Paragraphen  behandelte  Funktion  z=       für   -  =  0  nicht  definiert, 

anders  ausgedrückt:  wenn  die  r-Ebene  vermittelst  dieser  Funktion 
konform  auf  die  r'-Kbene  abgebildet  wird,  ist  der  Nullpunkt  der 
r-Ebene  ein  Ausnahmepunkt  der  Abbildung,  indem  ihm  kein  Punkt 
der  2^'-Ebene  entspricht. 

Nun  ist  man  in  der  Mathematik  gewohnt,  die  Sätze  von  solchen 
Ausnahmen  durch  neue  Festsetzungen  zu  befreien.  Wollen  wir  das 
hier  tun,  so  müssen  wir  definieren: 

].  Außer  den  bereits  eingeführtni  Zahlen  fuh:-f'n  n-ir  noch  eim- 
nnie    ,^unendHch''    mit    dem    Zeichen    j^    ein .,    welche    als    F.rgchnis    der 

hivision        angesehen  werden  soll. 

Dieser  analytischen  Definition  geht  dann  die  folgende  geo- 
metrische parallel: 

][.  Außer  den  im  EndlicJien  yi-legenen  Funkten -drr  Ebene  schreiben 
wir  ihr  noch  einen  unendlich  entfernten  Funkt  zu^  der  als  Bild  des  Ähtll- 
l>unkts  hei  Transformation  durch  reziproke  Fadien  angesehen  werden  soll. 

Wir  müssen  dann  vor  allem  festsetzen,  wie  mit  diesen  Worten 
und  Zeichen  operiert  werden  soll  Nach  der  analytischen  Seite 
dienen  dazu  die  Festsetzungen  (zu  denen  zu  bemerken  ist,  daß  wir 
mit  einem  Buchstaben  wie  a  stets  nur  eine  endliche  komplexe 
Zahl  bezeichnen): 

1)  in.      <'/  +  00  =  00  +  a  =  OC 

2)  TV.     a    .    ^  =  er    .   ^/ =  00,     [a  ^  0)\ 

sie  befriedigen  die  in  §  2  und  §  3  besprochenen  Grundgesetze  der 
Addition  und  Multiplikation;  aus  ihnen  folgen  für  die  inversen  Opera- 
tionen die  Definitonen: 

3) 

4) 

5) 

0)  ^   =  00 ,    («  4=  U) . 

Die  Zeichen: 

(\  0  CO 

^±0r,      O.OO,       ^,        ^ 

bleiben  dagegen  auch  jetzt  noch  vollständig  unbestimmt. 

Nach  der  geometrischen  Seite  können  wir  uns  für  den  Augen- 
blick begnügen,  daraufhinzuweisen,  daß  der  Ausdruck:  „Kreis  durch 
zwei   endliche   Punkte   und   den    unendlich   fernen  Punkt"  soviel  be- 


00  - 

-    a 

= 

00, 

a    - 

-  00 

= 

00. 

ff 

= 

0, 

30  II.  Rationale  I\inktionen  einer  komplexen  Veränderlichen. 


deutet  als:  „Gerade  durch  jene  zwei  Punkte",  so  daü  der  Satz  V 
des  ij  11  einfach  folgende  Fassung  erhält:  dem  Kreis  durch  H  Funkte 
(iitsprlclit  der  Kreis  durch  die  3  entsprechenden  Pinikte:  im  übrigen 
können  wir  auf  den  nächsten  Paragraphen  verweisen. 

Daß  derartige  Festsetzungen,  nach  welchen  gewissen  Worten 
und  Zeichen  gegen  vorher  eine  erweiterte  Bedeutung  beigelegt  wird, 
zulässig  sind,  haben  wir  im  ersten  Abschnitt  wiederholt  erörtert; 
ebenso  daß  über  ihre  Zweckmäßigkeit  allein  der  Erfolg  entscheiden 
kann.  Man  darf  sich  auch  nicht  daran  stoßen,  daß  in  einem  anderen 
Gebiete  der  ebenen  Geometrie,  der  projektiven,  eine  andere  Fest- 
setzung (unendlich  viele  unendlich  ferne  Punkte,  die  eine  unendlich 
ferne  Gerade  erfüllen)  sich  als  zweckmäßig  erwiesen  bat:  man  kann 
nicht  verlangen,  daß  eine  und  dieselbe  Festsetzung  für  alle  Zwecke 
ausreicht. 

"Wir  hatten  früher  (A.  A.  §§  22,  49,  50)  das  Zeichen  er  nur  ver- 
wendet, um  auszudrücken,  daß  die  unabhängige  reelle  Veränderliche  x 
oder  daß  eine  Funktion  f{x)  oder  eine  Zahlenfolge  über  alle  Grenzen 
wuchs;  00  kam  nur  in  Verbindung  mit  dem  Zeichen  lim  vor.  Jetzt 
aber  lassen  wir  die  komplexe  Veränderliche  z  geradezu  den  Wert  oc 
annehmen  und  sagen  beispielsweise 

=  0     für     2  =  00  , 

während  wir  früher  bloß  sagten: 

lim  \  -  0. 

Für  rationale  Funktionen  laufen,  wie  wir  sehen  werden,  beide 
Auffassungen  auf  das  nämliche  hinaus;  wir  werden  nämlich  für  jede 
rationale  Funktion  R  [z)  das  Zeichen  /*'  [':j::})  eindeutig  definieren  und 
zeigen,  daß  damit  der  Grenzwert  übereinstimmt,  dem  Ii{z]  zustrebt, 
wenn    z    über  alle  Grenzen  wächst. 

§  13.   Übergang  von  der  Ebene  zur  Kugel  durch  stereographische 

Projektion. 

Wir  haben  bisher  unsere  komplexen  Zahlen  durch  Punkte  der 
Ebene  dargestellt,  aber  schon  bei  Einführung  dieser  Darstellung 
(in  §  4)  erwähnt,  daß  auch  andere  Flächen  dazu  dienlich  sind.  Ins- 
besondere bietet  sich  die  Kufjel  dar,  und  wir  wollen  die  bereits  ein- 
geführte Darstellung  der  komplexen  Zahlen  durch  die  Punkte  der 
Ebene  von  dieser  auf  die  Kugel  übertragen.  Wir  verfahren  dazu 
folgendermaßen: 


.'^'  Vi.    l'bergang  von  der  Ebene  zur  Kugel.  31 


I.  IVir  legen  eine  Kugel  vom  Durchmesser  t  so  avf  die  Vorder- 
seite (s.  Fußnote  S.  10)  unserer  (horizontal  gedachten)  xy-Ebene,  daß  sie 
diese  im  Nnlljmnht  O  heri'ihrt.  Den  diesem  hutht  diametral  geqen- 
iiherliey enden  (höchsten)  Punkt  der  Kugel  nennen  ivir  0';  von  ihm  aus 
projizieren  wir  die  Funhte  der  Ebene  durch  gradlinige  Projektions- 
strahlen avf  die   Kugel. 

Diese  Projektionsart  wird  unter  dem  Namen  der  stereographischen 
Projektion  seit  alter  Zeit  in  der  Kartographie  benutzt;  ihre  wichtigsten 
Kigenschaften  sind  die  folgenden: 

II.  Jedem  Punkte  der  Ebene  entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt  der 
Kugel \  denn  jeder  Projektionsstrahl  schneidet  die  Kugel  außer  in 
'''''  nur  noch  in  einem  weiteren  Punkte. 

III.  Umgekehrt  entspricht  jedem  Kugelpunkt  ein  Punkt  der  Ebene. 
Dabei  würde  der  Punkt  0'  zunächst  auszunehmen  sein;  aber  wir 
können  diese  Ausnahme  beseitigen,  indem  wir  wie  im  vorigen  Para- 
graphen der  Ebene  einen  unendlich  fernen  Punkt  zuschreiben  und 
diesen  dem  Punkt  0'  zuordnen. 

IV.  Jeder  Geraden  der  Ebene  entspricht  ein  durch  ()'  gehender 
Kreis  der  Kugel,  und  umgekehrt. 

V.  Zicei  Kreise  k^,  k^  der  Kugel  schneiden  sich  unter  denselben 
II  iu kein,  wie  die  entspreehendeji   Geraden  g^,  g^  der  Ebene. 

Als  positiven  Drehsinn  auf  der  Kugel  wählen  wir  den,  der  dem 
Uhrzeigersinn  entgegengesetzt  ist,  falls  man  die  Kugeloberfläche 
vom  Mittelpunkt  der  Kugel  aus  betrachtet. 

91^9-2  mögen  sich  im  Punkte  P  der  Ebene,  k^,  k.^  in  den 
Punkten  0'  und  /7  der  Kugel  schneiden.  Aus  Symmetriegrttnden  ist 
klar,  daß 

jN  -^[k^fk^]  an  der  Stelle   Tl 

=  —  «^^(ÄjjÄg)  an  der  Stelle  0'  ist; 

andrerseits  ist,  wenn  ^^ ,  ^-^  die  Tangenten  an  k^,  k^^  im  Punkte  0' 
sind,  für  einen  Beschauer  im  Kugelmittelpunkt: 

2)  '^ifl'f2)=-^L9„92)' 

da  ja  aus  dem  Keil,  den  die  beiden  Ebenen  IJg^  und  ITg^  bilden, 
von  den  untereinander  parallelen  Tangentialebenen  der  Kugel  in  0' 
und  0  gleiche  Winkel  ausgeschnitten  werden.  Aus  (1)  und  (2) 
folgt  sofort 

■^i9i,92)  =  -^[K'h)  in   //, 
w.  z.  b.  w. 

Nun  werden  durch  die  Projektion  unendlich  benachbarte  Punkte 
der  Ebene  in  unendlich  benachbarte  Punkte  der  Kugel,   also  auch 


32 


II.  Raliwiale  Fnnktio/ien  einer  komplexen  Veränderlichen. 


einander  berührende  Kurven  der  Ebene  in  einander  berührende 
Kurven  der  Kugel  übergeführt.  Infolgedessen  kann  aus  Satz  V 
sofort  die  folgende  Verallgemeinerung  desselben  erschlossen  werden: 

VI.  Ir(ff)i'l  zwei  Kurven  der  Kuf/el  schneiden  sich  vnter  demselben 
ff  iukel,  wie  die  ent.'iprechenden  Kurven  der  Ebene  in  dem  entsprechenden 
Srhrnttpinihte. 

Weitere  Sätze  wollen  wir  mit  Hilfe  der  analytischen  Geometrie 
ableiten.  Wir  führen  ein  rechtwinkliges  Raumkoordinatensystem 
der  I,  /y,  l;  ein,  dessen  |-  und  //-Achse  mit  der  x-  und  y-Achse 
unserer  (.r  +  2?/)-Ebene  zusammenfallen,  während  die  positive  Richtung 
der  C-Achse  in  0  0'  fällt;  in  diesen  Koordinaten  lautet  die  Gleichung 
der  Kugel: 

3)  l'  +  '/y'  =  :(i-c). 

Einem   Punkte  l'  der   Ebene    mit    den   Koordinaten  .r.  //  und    dem 
o'  Radiusvector  ?•  =  |  .r^ +  //- entspricht  dann 

ein  Kugelpunkt  FI  mit  den  Koordinaten 
|,  1],  L,,  für  dessen  ^-Koordinate  und  Ab- 
stand ü  von  der  ^'-Achse  die  ähnlichen 
Dreiecke  O'  0/7,  ri0O,  O'  0  P  der  Fig.  7 
die  Doppelproportion  liefern: 

^V7-  (1  _>C):o  =  (>::=  1  :/ 

Aus  ihr  ergibt  sich: 

'1  o 

4) 

und  hieraus  weiter: 

5)  ''-rh^ 

sowie  umgekehrt: 

'  '         \  +  r- 

Ferner  ist  nach  Konstruktion: 

X  :  j/ :  r  —  ^  .  ij :  n  ; 
also  findet  man: 

VII.  Die  Koordinaten  eines  Knf/elpnnktes  drücken  sich,  wie  f'oltjt, 
dnreh  die   Koordinaten  des  entsprechenden    Pnnhtes  der   Ebtne  (tns: 


o        1-  : 


!+'•-  = 


1  +  ;•' 


//  = 


.'/ 


"  b  -    1  +  ,.-"         •'         1  +  r-  '         "         1  +'/• 

VII.  Umgekehrt  drücken  sich  die  Koordinaten  x,  ij  und  der  Radins- 
ceetor  r  eines  Punktes  der  Ebene,  wie  fo/(/t,  durch  die  Koordinaten  des 
entsprechenden    Knpelpunktes   aus: 


«1 


1  -  ^ 


1  - 
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Aus  diesen  Formeln  können  wir  sofort  den  Satz  ableiten: 

IX.  Jedem  Krt'iae  der  Ebene  entspricht  ein  Krei.s  der  Kagel^  und 
umgekehrt. 

Denn  den  Punkten  der  Ebene,  die  der  Kreisgleichung: 

9)  ar'^  -^h  x  +  c  y  +  r/  =  0 

genügen,  entsprechen  die  Kugelpunkte,  deren  Koordinaten  durch  die 
Gleichung  verbunden  sind: 

10)  ai:+h^  +  ci)-Yd[\  -^)  =  0: 

das  ist  aber  die  Gleichung  einer  Ebene,  und  diese  schneidet  die 
Kugel  in  einem  Kreise.  Die  Umkehrung  setzt  voraus,  daß  das 
Wort  „Kreis"  (der  Ebene)  wie  im  vorigen  Paragraphen  im  er- 
weiterten Sinne  genommen  wird,  so  daß  es  die  Gerade  mit  einschließt. 
Wir  übertragen  nunmehr  unsere  geometrische  Darstellung  der 
komplexen  Zahlen  von  der  Ebene  auf  die  Kugel: 

X.  IVir  iceixen  jedem  Kugelpunkt  diejenige  komplexe  Zahl 
z  =i  X  -\-  ig  zu,  die  bisher  seiner  stereographischen  Projektion  auf  die 
Ebene  zugeordnet  war. 

Dabei  entsprechen  also  z.  B.  den  reellen  Zahlen  auf  der  Kugel 
die  Punkte  des  „Meridians"  rj  =  0,  den  rein  imaginären  Zahlen  die 
Punkte  des  Meridians  ^  =  0 ;  den  Zahlen  vom  absoluten  Betrage  1 
die  Punkte  des  „Äquators"  C  =  \.  Entgegengesetzten  komplexen 
Zahlen  (§  2,  IV)  entsprechen  Kugelpunkte,  die  zur  ^-Achse  sym- 
metrisch liegen;  konjugiert  komplexen  (§  4,  V)  solche,  die  zur 
|c-Ebene  symmetrisch  liegen.  Der  in  §  12  eingeführten  Zahl  cd 
entspricht  auf  der  Kugel  ebenso  wie  jeder  andern  komplexen  Zahl 
ein  und  nur  ein  Punkt,  nämlich  0'. 

Mit  Hilfe  dieser  Deutung  der  komplexen  Zahlen  auf  der  Kugel 
können  wir  nun  auch  die  Frage  beantworten,  welche  Transformationen 
der  Kugel  (statt  der  Ebene)  in  sich  die  früher  untersuchten  Funktionen 
darstellen.  Die  in  §8  — 10  besprochenen  Funktionen  liefern  für  die 
Kugel  nichts  Einfacheres  als  für  die  Ebene;  anders  ist  es  mit  der 
Funktion  von  §  11.  Seien  zunächst  [x,  y)  und  {x',  y')  zwei  Punkte 
der  Ebene,  die  bei  Transformation  durch  reziproke  Radien  in  bezug 
auf  den  Einheitskreis  einander  entsprechen;  (|r;^)  und  (|'7/'C')  seien 
ihre  stereographischen  Projektionen  auf  die  Kugel.  Setzen  wir  dann, 
in  die  Gleichungen  (2)  des  §  11  beiderseits  aus  den  Gleichungen  (8) 
des  jetzigen  und  aus  den  entsprechenden  in  akzentuierten  Buch- 
staben geschriebenen  Gleichungen  die  Werte  von  x,  y,  r^,  x',  y' ,  r"^ 
ein,  so  gehen  jene  Gleichungen  über  in: 

Q 

BURKHARDT,  Funktionea.    I.  1.    Fünfte  Aufl. 
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1'           f 

'/'           1              V            ^  -  i  . 

^  -c'  ~  :  ' 

!_---'        1  -  :'  ~      :      ' 

aus  ihnen  folgt: 

11'                    l'  =  L 

'/    =  '/ »       ^   —  |-  =  —  (>  —  i>> 

d.  h.: 

XL  I)er  Transformation  durch  reziproke  Badien.  in  bezug  auf 
den  Einheitskreis  in  der  Ebene  entspricht  vermöge  stereographischcr 
Projektion  auf  der  Kugel  die  Spiegelung  an  der  Aqnatorebene 
c  -  i  =  0. 

Die  durch  z'  =  z"^  vermittelte  Transformation  der  Ebene  in 
sich  setzte  sich  zusammen  aus  der  Transformation  durch  reziproke 
Radien  in  bezug  auf  den  Einheitskreis  und  aus  der  Spiegelung  an 
der  Achse  der  reellen  Zahlen.  Die  entsprechende  Transformation  der 
Kugel  in  sich  setzt  sich  also  zusammen  aus  den  beiden  Spiegelungen 
an  der  Aquatorebene  und  an  der  Meridianebene  /;  =  0.  Nun  setzen 
sich  zwei  Spiegelungen  an  zwei  zueinander  senkrechten  Ebenen  zu- 
sammen zu  der  „Spiegelung  an  ihrer  Schnittlinie",  d.  h.  zu  der  Trans- 
formation, welche  jedem  Punkt  den  zu  ihm  bezüglich  dieser  Schnitt- 
linie symmetrischen  zuordnet;  diese  Transformation  kann  auch  be- 
wirkt werden,  indem  man  die  Kugel  um  diese  Schnittlinie  als 
Achse  durch  180'*  dreht.  Also  können  wir  schließlich  den  Satz 
aussprechen: 

XII.  Die  Transformation  z  =  z~^  stellt  eine  Drehung  der  Kugel 
durch  ISO^  um  den  durch  die  Punkte  z  =  1  und  z  ——  1  gehenden 
Durchmesser  vor. 

In  der  Ebene  war  der  Nullpunkt  der  Transformation  z'  =  z~^ 
gegenüber  insofern  ausgezeichnet,  als  ihm  kein  endlicher  Punkt 
entsprach.  Auf  der  Kugel  ist  das,  wie  wir  sehen,  anders,  dort  ent- 
spricht ihm  sein  Gegenpol  0'.     Wir  sagen: 

XIII.  Die  Transformation  z'  =  z~^  ?>Y  fiir  alle  Punkte  der  Kugel 
ausnahmslos  umkehrbar  eindeutig;  jedem  Punkt  z  entspricht  ein  und  nur 
ein  Punkt  z',  und  umgekehrt. 

Wir  folgern  ferner  aus  der  in  XII  enthaltenen  geometrischen 
Darstellung: 

XTV.  Bei  der  Transformation  z'  =  z~^  fallen  zwei  und  nur  zwei 
Punkte  z  mit  ihren  entsprechenden  z  zusammen,  nämlich  z  ■=  1  und 
r  =  -  /. 

Anhangsweise  sei  noch  beigefügt:  Verbinden  wir  mit  der 
Transformation  (XII)  noch  die  Spiegelung  au  der  zu  jenem  Durch- 
messer senkrechten  ?/ f-Ebene,  welche  .t  +  ig  in  —  .r  -f  ig  überführt, 
so  finden  wir: 
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XV.  Die  Transformation,  icelche  jeden  Kugelpunkt  durch  den  ihm 
diametral  gegenüberliegenden  ersetzt,  dr'ücht  sich  analytisch  ans  durch 
die   Gleichung: 

X   -\-  11/    = — 

X—  '  >J 
oder 

12)  x  =  r "'', ,    g  =  r  ^  .  • 

Zwei  komplexe  Zahlen,  welche  in  der  durch  (12)  gegebenen 
Beziehung    zueinander    stehen,    nennt    man   deshalb  wohl  diametral. 


§  14-     Die  allgemeine  lineare  gebrochene  Funktion  und  die  Kreis- 
verwandtschaft. 

Indem    wir    in    der    Untersuchung    der    rationalen    Funktionen 
einer  Veränderlichen  von  einfacheren  zu  komplizierteren  fortschreiten, 
gelangen    wir    zunächst    zu    der     allgemeinen     gebrochenen    linearen 
Funktion : 
,,  ,         ax,  +  b 

1)  Z      ■= -—y  • 

'  ex  +  d 

Wir  untersuchen  vorweg  den  Fall: 

2]  ad  -  bc  ^0 

oder 

a:  b  =  c  :  d  . 

In  diesem  Fall  wird  die  Transformation: 

b 
a 

3)  2'   =   - 


«u  +  A 


allen  Punkten  z  [mit  Ausnahme  von   z— 1  entspricht  also  der 

eine  Punkt  z'  =  — ;  wir  haben  es  mit  einer  ausgearteten  Trans- 
formation zu  tun  und  können  diesen  Fall  im  folgenden  ausschließen.^ 
Dann  läßt  sich  Gleichung  (1)  eindeutig  auflösen: 

, ,,  —  dx'  +  b 

1  )  ^  —  ~' t 

'  c  X  —  a 

und  es  entspricht  also  nicht  nur  jedem  Werte  z  eindeutig  ein  Wert 
z\  sondern  auch  jedem  Werte  z    eindeutig  ein  Wert  z;    dabei  hat 

*  Auch  die  identische  Transformation :  a  =  d  =\,  b  —  c  =  0  schließen  wir  aus. 

3* 
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man  z  =  —  —,    z'  =qc  und   z  =cc,   z  =  —    als  zusammenffehörige 
c  '  c  " 

Werte  anzusehen. 

Wir  unterscheiden  noch  zwei  Fälle: 

I.  Im  Falle 

c  =  0  ,  r/  4=  0 

reduziert  sich  z    auf  die  lineare  ganze  Funktion: 

deren  Untersuchung  ist  in  §  10  bereits  erledigt,  wir  dürfen  daher 
auch  diesen  Fall  hier  ausschließen. 

II.  Im  Falle.- 

5)  c  +  0 

können  wir  die  Transformation  [1}  aus  den  folgenden  drei  einfacheren 
zusammensetzen:  wir  setzen  erst: 

6)  z"  =  z  +  -^  , 
hierauf: 

7)  Z"'   =   T77  , 

endlich : 

^,  _  a         ho,  -ad     ,„ 
«5)  ^    —  V  -^ J^         ^    ' 

Von  diesen  ist  die  zweite  die  in  §  11  behandelte,  die  erste  und 
dritte  sind  Ähnlichkeitstransformationen  (§  10).  Alle  drei  haben 
demnach  die  Eigenschaft,  daß  sie  Kreise  in  Kreise  überführen: 
dieselbe  Eigenschaft  muß  folglich  auch  der  aus  ihnen  zusammen- 
gesetzten Transformation  (1)  zukommen.     Definieren  wir  also: 

III.  Zwei  Funkt  für  Funkt  aufeinander  bezogene  Ebenen  heißcu 
kreisverivandt,  wenn  jedem  Kreise  der  einen  Ebene  ein  Kreis  der  andern 
entspricht, 

so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

IV.  Durch  die  lineare  gebrochene  Funktion  (1)  wird  die  z-Eben> 
auf  die  z'-Ehene  kreisverwandt  abgebildet. 

Da  jede  der  drei  Transformationen  (6) — (8)  die  Winkel  un- 
verändert läßt,  gilt  dasselbe  auch  von  dem  Resultat  ihrer  Zusammen- 
setzung; wir  können  also  hinzufügen  (vgl.  §  11,  VII): 

V.  Die  Abbildung   ist   eine    konforme   ohne    Umlegung  der   ffinkrl. 

Man  unterscheidet  wohl  „direkte"  und  „inverse"  Kreisverwandt- 
schaft, je  nachdem  der  Sinn  der  Winkel  bei  einer  solchen  erhalten 
bleibt  oder  geändert  wird.    In  unserem  Fall  haben  wir  mit  direkter 
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Kreisverwandtschad  zu  tun;  inverse  würden  wir  zwischen  den  Ebenen 
der  z  und  der  z'  erhalten,  wenn  wir  z  einer  linearen  Funktion  des 
zu  z  konjugierten  Wertes  z  gleichsetzen  würden. 

Die  Gesamtheit  der  Transformationen  (Ij  besitzt  eine  wichtige 
Eigenschaft,  die  wir  nicht  unerwähnt  lassen  dürfen.  Setzen  wir 
neben  (1)  noch: 

SO  folgt  durch  elementare  Rechnung: 

c    X  +  d"  ' 

WO  die  zweigestrichenen  Koeffizienten  sich  folgendermaßen  aus  den 
ungestrichenen  und  eingestrichenen  zusammensetzen: 

a"  =  a  a   +  c  b'  h"  =^  h  a   +  db' 

11)  „  ,  ,        ■  , 

c    =  ac   -\-  c  d  d"  ^  b  c    -\-  d d' . 

Wir  können  also  zunächst  einfach  sagen: 

VI.  Eine  lineare  Funktion  von  einer  linearen  Funktion  ist  selbst 
eine  lineare  Funktion; 

wir  wollen  aber  diesen  Satz  mit  Benutzung  eines  wichtigen 
allgemeinen  BegriÖs  noch  anders  formulieren.  Man  definiert 
nämlich : 

VII.  Eine  Gesamtheit  von  Transformationen  heißt  eine  Gruppe 
wenn  die  Av feinander  folge  zweier  beliebig  aus  der  Gesamtheit  heraus- 
gegriffenen Transformationen  stets  icieder  eine  Transformation  ergibt, 
die  selbst  in  der   Gesamtheit  enthalten  ist. 

Damit  lautet  Satz  VI  so: 

VIII.  Die  Gesamtheit  der  linearen  Transformationen  bildet  eine 
Gruppe. 

(Auch  die  speziellen  in  den  §§  8,  9,  10  behandelten  Gesamt- 
heiten linearer  Transformationen  bilden  jede  für  sich  eine  Gruppe: 
alle  diese  Gruppen  sind  als  „Untergruppen^'  in  der  Gruppe  aller 
linearen  Transformationen  enthalten.) 

Wir  können  übrigens  die  Transformation  (1)  noch  auf  mannig- 
fache andere  Arten  aus  einfacheren  Transformationen  zusammen- 
setzen (man  vergleiche  immer  die  entsprechenden  Entwicklungen 
von  §  10).  Fragen  wir,  indem  wir  die  Ebenen  von  z  und  von  z 
zusammenfallen  lassen,  nach  den  Fixpunkten  der  Transformation  (1), 
d.  h.  nach  denjenigen  Punkten,  die  bei  ihr  in  sich  übergehen,  so 
haben  wir  zu  deren  Bestimmung  z  =  r'  zu  setzen;    wir  erhalten  so 
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die  Gleichung  zweiten  Grades S  bei  der  wir  c  =}=  0  voraussetzen: - 

12)  cz-  +  {d-  a)z  -h  =  {). 

Sind  die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung,  Cp  tg,  voneinander  ver- 
schieden, so  bilden  wir  die  lineare  Funktion  von  z'\ 


13)  Z^—, — fi-. 

X      —     Lg 

Diese  ist  nach  VI  eine  lineare  P'unktion  von  z.  die  wir  ausrechnen 
könnten;  kürzer  gelangen  wir  durch  folgende  Überlegung  zum  Ziele: 
Für  z  =  ^^  wird  auch  z'  =  C^,  also  Z  =  0;  für  z  =  C2  wird  auch 
r'  =  t, ,  also  Z  =  er.  Eine  lineare  Funktion  von  z  aber,  die  für 
^  =  ^j  Null  und  für  z  =  C2  unendUch  wird,  muß  von  der  Form  sein: 

13')  Z=x  ""  '  ^'   . 


wo  X  ein  noch  zu  bestimmender  Faktor  ist.  Dieser  bestimmt  sich 
hier  etwa  daraus,  daß  für  z  =  0,  z'  =  hfd  werden  muß;^  setzt  man 
also  auf  der  rechten  Seite  von  (13)  z  =  hjd,  auf  der  von  (13')  z  -  0, 
so  erhält  man: 

b-dl,   _     ^ 


woraus : 

14) 


b  —  dt^ 

h  -  dt^ 


folgt  (die  letzte  Umformung  ergibt  sich  daraus,  daß  jlj  und  ^2  beide 
der  Gleichung  (12)  genügen).     Somit  haben  wir  gefunden: 

IX.   Sind  die  Wurzeln  der   Gleichung  {12)  voneinander  verschieden, 
so  läßt  sich  die  Beziehung  (/)  zwischen  z    und  z  auf  die  Form  bringen: 

1 5)  *''  "  ^'    =  ^  ~^^'   .  l_r  ^L . 

%'  —  c.  a  —  c  c,       *  —  ir. 


'  Wir  setzen  hier  die  elementare  Theorie  der  Gleichungen  zweiten 
Orades  als  bekannt  voraus-,  übrigens  werden  wir  auf  sie  zurückzukommen 
haben  (§  58). 

*  Ist  c  —•  0,  also  %'  =  ax  +  b,  so  sind  noch  die  zwei  Fälle:  1)  er  ^  1, 
2)  0  =  1,  6^=0    zu   unterscheiden;    im  erstercn  hat  man  neben  dem  endlichen 

Fixpunkt noch   oo  als  zweiten  Fixpunkt  anzusehen;    im  zweiten  ist  y^ 

der  einzige  (doppelt  zu  zählende)  Fixpunkt. 

*  Dabei  darf  auch  d  =  0,  also  x'  =  oo  und  Z  in  (13)  =  1  sein.  Irgend 
•  in  anderes  Paar  zusammengehöriger  Werte  von  ?  und  ;'  muß  natürlich  das- 
selbe Resultat  geben ;   man  prüfe  etwa  x  =  —       ,  s'  =  oo  . 

*  X  ist  offenbar  4=  1-  ^^^  sonst  entgegen  der  gemachten  Voraussetzung 
v\  =  .'2  wäre.  _ 
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Sind   aber   die   beiden   Wurzeln    der    Gleichung  (12)    einander 
gleich,  beide  =  l,,  so  setzen  wir: 

16)  Z=^^- 

Das  ist  dann  eine  lineare  Funktion  von  z,  die  für  r  =  C  unendlich 
wird;  es  ist  also: 

16')  ^=^^- 

Zur   Bestimmung    der  Koeffizienten  «,  ß  ziehen    wir  hier  zunächst 
die  Überlegung  heran,  daß  die  aus 

17)  T74^  =  ^^^  (vgl.  (16).  (16')) 
für  z'  =  z  hervorgehende  Gleichung: 

{az -{- ß -■i){z  -  C)  =  0 
mit  der  Gleichung  (12)  identisch  sein,  also  ebenfalls  ^  zur  Doppel- 
wurzel haben  muß;  es  muß  folglich: 

c^ C  +  /?  -  1  =  0       oder       ß  =1  -  a: 
seiu,  so  daß  Z  (16')  die  Form  erhalten  kann: 

16")  Z=      ^~^-  +  «. 

u  bestimmt  sich  wieder  aus  irgend  zwei  in  (17)  zusammengehörigen 
Werten  von  z  und  z,  am  einfachsten  aus  z  =oc,  z'  =  — ;  mau  findet: 

c 

a  —  CL, 

oder,  da  in  unserem  Fall   l,  =     ^ —  ist, 

18)  c  ^^ 


a  -\-  d 
Somit  haben  wir: 

X.  Sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  [10)  einander  gleich,   beide  —  C,, 

so  läßt  sich  die  Beziehung  (/)  zwischen  z    und  z  auf  die  Form  bringen: 

19)  _^  =  ._1^.+      2. 


a  +  d 

Die   beiden  Gleichungsformen  (15)  und  (19)  gestatten   nun  eine 
einfach  geometrische  Deutung.    Setzen  wir,  um  zu-  ^ 

nächst  Gleichung  (15)  zu  interpretieren: 


% 
x'  —  c 


-~-  =  o  (cos  ff  +  i  sin  cp) 


—' ^  —  Q  (cos  rr'  +  i  sin  rp') ,  ^.     ^ 

*'  -  La         ^    ^         '  ^  ^ '  Flg.  8. 

und  die  Konstante 

X  —  m  (cos  1/'  +  «  sin  yj) , 
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so  können  wir  Gleichung  (15)  in  die  beiden  folgenden  zerlegen: 

20)  (>'  =  m  ü  ,         (f'  =  (p  -\-  fp . 

Nun  ist  (vgl.  §  7,  II)  q  das  Verhältnis  der  beiden  Langen  z^  und 
zCot  (p  der  Winkel  ^g -^  ^r  Nach  elementargeometrischen  Sätzen 
ist  also  der  geometrische  Ort  der  Punkte,  für  welche 

21)  o  =  const. 

ist,  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Geraden  c,  ^o  liegt  und 
dessen  Schnittpunkte  z^,Z2  mit  dieser  Geraden  zusammen  mit  ^^,  ^2 
vier  harmonische  Punkte  bilden;^  der  geometrische  Ort  der  Punkte, 
für  welche 

22)  ff  =  const.  (+  Vielfache  von  .t) 

ist,  ist  nach  dem  Satze  vom  Peripheriewinkel  ein  Kreis  durch  ^'^ 
und  ^2-     Wir  können  also  sagen: 

XI.  Die  Trannformation  [15]  führt  jedes  der  beiden  Kreissystenif 
(21)  und  [22]  in  sich  vier;  alle  Punkte  eines  Kreises  o  =  a  (bzw. 
ff  ■=■  u)  werden  in  Punkte  des  demselben  System  angehörenden  Kreises 
()'  =  ma   (bzw.   (f'  =  u-\-  xp)  übergeführt. 

Wir  beachten  noch  einen  Augenblick  die  beiden  Fälle  7«  =  1 
(d.  h.  I  ä;  j  =  1 )  und  1/;  =  0  oder   =  vT  (d.  h.  x  reell) : 

XII.  Im  ersten  wird  jeder  Kreis  des  ersten  Systems,  im  ztceiten 
jeder  Kreis  des  zweiten  Systems  in  sich  transformiert. 

Eine  wichtige  Eigenschaft  der  beiden  Kreissysteme  (21),  (22)  ist: 

XIII.  Jeder  Kreis  des  einen  Systems  .'schneidet  jeden  Kreis  des 
andern   Systems  rechtwinklig. 

Man  kann  das  entweder  aus  elementargeometrischen  Sätzen 
ableiten  oder  durch  folgende  Überlegung: 

Die  beiden  genannten  Systeme  werden  durch  die  linearen  Trans- 
formationen 

23)  /=;":',         Z'  ^  ZJZ1\ , 

wodurch  Gleichung  (15)  übergeht  in  ^ 

24)  Z=xZ 

'  D.  h.  die  Entfeniungsverhältnisse  x,  ?, /«,  t^  und  x^  .',  \x^  l,  sind  einander 
gleich  (vgl.  a.  i?  15). 

'  Die  P^ixpunkte  sind  also  jetzt  0  und  co  ;  vgl.  Fußnote'-  von  Ö.  38.  Der 
Gedante  der  Substitutionen  (23),  (24)  ist  eben  der,  daU  man  die  Eigenschaften 
der  allgemeinen  Transformation  (1),  nachdem  einnuil  die  wichtigen  Sätze  V,  IX 
des  §  13  bewiesen  sind,  bloß  für  spezielle  Substitutionen,  deren  zwei  getrennte 
oder  zusammenfallende  Fixpunkte  man  noch  nach  Belieben  wählen  kann,  zu 
erforschen  braucht. 
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übergeführt  einerseits- in  das  System  |i/[  =  const,  d.h.  das  System 
konzentrischer  Kreise  um  den  Nullpunkt,  andererseits  in  das  System 
arc^=const.,  d.h.  das  System  der  Geraden  durch  den  Nullpunkt. 
Diese  beiden  Systeme  aber  sind  zueinander  orthogonal;  und  da 
eine  lineare  Transformation  nach  (Y)  die  Winkel  nicht  verändert,  so 
sind  auch  die  beiden  erstgenannten  Systeme  zueinander  orthogonal. 
Der  Spezialfall  (X)  kann  aus  dem  allgemeinen  Fall  (IX)  durch 
einen  geeigneten  Grenzübergang  abgeleitet  werden.  Lassen  wir 
nämlich  den  Punkt  tj  in  bestimmter  Richtung  an  den  Punkt  C..-, 
heranrücken,  so  geht  das  System  der  Kreise  durch  c^  und  C^  über 
in  das  System  derjenigen  Kreise,  die  durch  '^^  gehen  und  in  diesem 
Punkte  die  genannte  Richtung  zur  Tangentenrichtung  haben;  das 
System  der  Kreise ,  die  ihren  Mittelpunkt  auf  C^  'c^  haben  und  die 
Strecke  C,  c,  harmonisch  teilen,  geht  über  in  das  System  derjenigen 
Kreise,  die  durch  ^2  hindurchgehen^  und  deren  Mittelpunkt  auf  der 
gemeinsamen  Tangente  der  Kreise  des  ersten  Systems  liegt,  die  also 
in  ^2  ebenfalls  eine  gemeinsame  Tangentenrichtung  senkrecht  zur 
ersten  haben. 

Analytisch    ist  dieser  Grenzübergang  folgendermaßen   zu  voll- 
ziehen: man  setze: 


"    —  t                t     —  ^         ri                       '^ 

-1                                   a  —  c  L, 

—  a , 

dann  nimmt  Gleichung  (15)  die  Gestalt  an: 

(25)                        1  +  _^1  ,  _(l  +  «^Jl  +      ^ 

\ 

Multiphziert  man  aus,  läßt  1  beiderseits  weg,  dividiert  mit  d  und 
setzt  nach  der  Division  0=0,  so  erhält  man  Gleichung  (1 9).  In 
diese  Rechnung  tritt  die  Richtung,  in  welcher  c,  dem  C.,,  sich  nähert, 
gar  nicht  ein;  wir  müssen  also  (was  aus  unserer  ersten  geometrischen 
Überlegung  nicht  unmittelbar  hervorging)  jedesmal  dieselbe  spezielle 
Transformation  (19)  aus  der  allgemeinen  (15)  erhalten,  in  welcher 
Richtung  wir  auch  ^j  an  C2  heranrücken  lassen.  Bei  jedem  solchen 
Grenzübergang  finden  wir  zwei  Kreissysteme,  die  bei  (19)  in  sich 
übergeführt  werden,  aber  jedesmal  andere;  wir  müssen  also  schließen, 
daß  die  Transformation  (19)  überhaupt  jedes  System  von  Kreisen 
durch  ^  mit  gemeinsamer  Tangente  in  sich  überführt. 


*  Rückt  nämlich  von  den  vier  harmonischen  Punkten  i,"j,  *,,  .'2,  Xj  (s.  Fuß- 
note' der  vorigen  Seite)  ^1  auf  ^T,,  so  muß  auch  der  zwischen  c,  und  -'2  liegende 
Punkt  X,  auf  L',  rücken. 
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Um  das  an  den  Formeln  zu  zeigen,  setzen  wir  wiedor 


X 


4:,  =  ^'  =  X'  +  ir, 

«  =  /5  +  «>  J 
so  daß  Gleichung  (19)  in  die  folgende  übergeht: 

Z'  =  Z^a^ 
oder 

26)  X'  =  -V+/?,     J'  =  l  +r; 
aus  (26)  folgt: 

27)  (Ä X  +  /x  T)  =  (A  A'  +  ,u  T)  +  (A/^  +  ,u/) , 

d.  h,  bei  der  Transformation  (19)  wird  jedes  Liniensystem: 

28)  ;.X+ jui'=  const. 

in  sich  übergeführt.  Diese  Gleichung  (28)  stellt  in  der  ^-Ebene  ein 
System  von  parallelen  Geraden  vor;  durch  die  Transformation: 

z-  ^-^ 

werden  dieselben  nach  §  11,  Va  übergeführt  in  Kreise  mit  gemein- 
samer Tangente  im  Paukte  .1'.  Alle  Systeme  der  letzteren  Art  gehen 
also   bei   der  Transformation  (19)  in  sich  über;   wir  können  sagen: 

XIV.  Es  c/iht  uncndUcli  viele  Systeme  von  Kreisen,  von  denen 
jedes  bei  der  speziellen  Tron<tfoj-7nation  {19)  in  sich  übergeführt  irird: 
nämlich  jedes  System  von  Kreisen  dnrch  'C  mit  (jemeinsamer  Tangente 
hat  diese   Eigenschaft. 

Wir  müssen  aber  beifügen: 

XV.  Unter  diesen  Systemen  ist  eines  dadurch  avsgezeichnet.  daß 
jeder  Kreis  desselben  einzeln  in  sich   übergeführt  wird. 

Man  erhält  dieses  System,  wenn  man  in  (27)  l  und  ^i  so  wählt,  daß 

Iß  +  tiy  =  0 

wird. 

§   15.      Das   Doppelverhältnis    als   Invariante    gegenüber    linearer 

Transformation. 

In  §  10  haben  wir  gesehen,  daß  zwei  gegebene  Punkte  r,,  z^ 
durch  eine  Ähnlichkeitstrausformation  r'=  <■/ r  +  ä  in  zwei  gegebene 
Punkte  z\ ,  z\   übergeführt  werden  können ;  die  zwei  zur  Verfügung 

'  Die  beiden  zusammenfallenden  Fixpunkte  sind  jetzt  nach  cd  verlegt 
(vgl.  Fußnoten  '  von  S.  38  u.  40).  Eine  Schar  von  Kreisen,  die  einander  im 
Punkte  CO  der  Kugel  berühren,  geht  durch  stereographische  Projektion  in  eine 
Schar  paralleler  Geradon  über  [a.  oben  ('28)]. 
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stehenden  Konstanten-  a,  b  ließen  sich  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe gemäß  bestimmen. 

Die  allgemeine  lineare  gebrochene  Transformation  (§  14  (li) 
scheint  auf  den  ersten  Blick  vier  verfügbare  Konstante  zu  enthalten; 
aber  von   diesen  ist  eine   überzählig.     Wir  können   nämlich  sagen: 

I.  Mjiltiplizieren  icir  die  vier  Koeffizienten  o,  Z»,  c,  d  mit  einem 
vnd  demselben  Faktor  m,  so  hat  das  auf  die  lineare  Transformation 
cjar  keinen  Einfluß;  dieselbe  hängt  also  nicht  von  vier,  sondern  in 
It  irklichkeit  nur  von  drei  voneinander  unabhängigen  icillkürlichen  Kon- 
.^tauten  ab. 

(Man  könnte  im  allgemeinen  die  Formel  so  umgestalten,  daß  nur 
drei  Konstante  in  ihr  auftreten,  indem  man  m  gleich  dem  rezi- 
proken Werte  eines  der  Koeffizienten  setzte,  so  daß  an  Stelle  dieses 
Koeffizienten  eine  1  erschiene;  aber  dadurch  würde  man  diejenigen 
Transformationen  ausschließen,  in  welchen  dieser  Koeffizient  =  0  ist.) 

Man  wird  also  die  Koeffizienten  a,  b,  c,  d  einer  linearen 
Transformation 

1)  z   = — 

'  ex  +  d 

oder  nach  z  aufgelöst: 

2)  ^^-rf^-+6 

c  x'  —  a 

stets  so  bestimmen  können,  daß  drei  Bedingungen  genügt  wird; 
natürlich  bedarf  es  im  einzelnen  Fall  der  Untersuchung,  ob  die  Be- 
dingungen einander  nicht  widersprechen.  Wird  z.  B.  verlangt,  eine 
lineare  Transformation  anzugeben,  welche  drei  gegebene  von  einander 
verschiedene  Punkte  Zj,  z.^,  z^  in  drei  andere  gegebene  ebenfalls  von 
einander  verschiedene  Punkte  z\,  z'^,  z'^  überführt,  so  hat  man  die 
drei  Gleichungen  anzusetzen: 

3)  .-'  =  Ji^i±±  {i=  1    2,  3). 

Das  sind  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei  Verhältnisse 
der  vier  Koeffizienten  a,  h,  c,  d.  Daß  es  stets  möglich  ist,  diese  Ver- 
hältnisse den  Gleichungen  (2)  gemäß  zu  bestimmen,  und  zwar  nur 
auf  eine  Weise,  sieht  man  am  einfachsten  folgendermaßen  ein: ^  Die 
allgemeinste   lineare  Funktion,   die  für  z  =  z^  verschwindet  und  für 


'  Eine   der  drei  gegebenen  Zahlen  Xi,  x,.^,  Zg  darf  auch  oo  sein,   ebenso 
eine  der  Zahlen  z\,  x.',,  x'^.    Um  für  die  rechte  Seite  von  (3)  im  Falle  Xj  =  co 

eine  Bedeutung  festzusetzen,  nämlich  —  ,  sei  auf  S.  3&  verwiesen  (vgl.  a.  §  20  VI). 
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z  =  z^  unendlich  wird,  lautet  offenbar,  wenn  k  eine  willkürliche  von 
Null  verschiedene  Konstante  bedeudet, 

4)  h""  '' 


z  —  X2 

wenigstens,  sofern  keine  der  Zahlen  z^  z^  unendlich  ist.  Das  dürfen 
wir  aber  immer  voraussetzen;  denn  wenn  eine  der  drei  gegebenen 
Zahlen  2,,  z,,  Zg  unendlich  ist,  dürfen  wir  immer  so  numerieren, 
daß  z-  =  er  ist.  Dann  bilden  wir  mit  der  willkürlichen  Konstanten 
Ä'  =}=  0  die  allgemeinste  für  z'  —  z\  verschwindende  und  für  z'  =  z\ 
unendlich  werdende,  lineare  Funktion  von  z';  sie  lautet: 

5  a)  k'  ^ .  ~  ^y  ,  wenn  weder  z\  noch  z'    unendlich  ist, 

I  «  -  *  2 

5  b)  k'    ,      ^,    ,  wenn  z\  =  zr  ist, 

5  c)  k'  {z  —  z\) ,  wenn  z'^  =  00  ist. 

Denkt  man  sich  nun  in  (4)  für  z  die  rechte  Seite  von  (2)  eingesetzt 
und  hat  die  Transformation  (1)  die  Eigenschaft  z^  und  z^  in  z\  und  z'\ 
überzuführen,  so  muß  (4),  je  nach  den  drei  unterschiedenen  Fällen 
in  (5a),  (5b),  (5c)  übergehen  (wobei  das  Verhältnis  k:k'  noch  un- 
bestimmt bleibt),  d.h.  wenn  z  und  z'  einander  vermöge  (1)  entsprechen, 
so  gilt 

Qq\    _   ^  ~  ^^   —  J^~^^^^  wenn  weder  z'    noch  z'    unendlich  ist, 

'        l(f       X  —  X^  X     —  X2 

6  b)    i    — -^  =  -  -^  ,    ,  wenn  z\  =  oc  ist, 


k 

X         «1 

x'  —  x' 

lif 

X  —  *2 

%'  —  x' 

k 

X  —  X, 

1 

— . 

^— 

k' 

*  —  ^2 

x'  —  X 

k 

»  —   «1 

=  z'  -  z 

k' 

X  —  Xo 

6c)    --    *     ^»   =  z  —  z\  ,   wenn  z^  =  00  ist 


Das  Verhältnis  ä  :  ä'  aber  findet  man  hieraus,  indem  man  beachtet, 
daß  z  =  Zg   und   z  —  z\  einander  entsprechende  Werte  sein  sollen: 

7  a)   k:k'  =^  ^^  ~^^'  •    *,-£?/  »^  wenn  weder  z\  noch  z .,_  unendlich  ist. 

X^    —   X^  X^    —  X  n 

7b)   k:h'  =  ""''  ~  ''-      -^-^,  ,  wenn  z'.  =  00  ist, 

7c)    A:  //  =  ^'  ~  2'     (-'3  -  -\\  wenn  z'j  =  oc  ist. 
Äj  —  ^1 

Setzt  mau  den  Wert  (7a)  in  (6a)  ein,  so  findet  man 

X  —  Xy         «B   —  «9  X     —   X  X         i  3   —   A-  , 

o) 


X  —  X9 


'  Sollte  beispielsweise  *j,  =  co    aeiu,  so   wäre  hier  für  -^ ~^   der    sich 

Sg   —  »1 

nach  S.  36  oben  oder  nach  §  20,  VIII  ergebende  Wert  1  einzusetzen. 
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Würde  man  den  Wert  (7  b)  in  (6b)  jeinsetzen,  so  würde  man  die 
nämliche  Formel  (8)  erhalten,  nur  würde  auf  der  rechten  Seite  der 

Faktor  ",  _"'  fehlen;  legen  wir  aber  diesem  P'aktor  im  Falle 
z\  =  oo  den  Wel  1 1  bei  (vgl.  §  20,  VIII  oder  auch  S.  36),  so  gilt  Formel  (8) 
auch  in  dem  mit  b  bezeichneten  Fall  und  schlieblich  auch,  wie  eine 
ähnliche  Überlegung  ergibt,  im  Falle  c,  m.  a.  W.:  die  Gleichung  (8) 
gilt  allgemein  ohne  Fallunterscheidung.  Lösen  wir  sie  nach  z  auf, 
.ST?  erltalten  wir  die  gi'suclitf;  Transformation  (/)  iind  also  in  eindevtif/ 
bestimmter  fFeise  die  Verhältnisse  der  Koeffizienten  a,  b,  c,  d.  Wir 
können  also  schließlich  ganz  allgemein  den  Satz  aussprechen. 

II.  Fs  gibt  stets  eine  und  nur  eine  lineare  Transformation,  icelcJie 
drei  gegebene  voneinander  verschiedene  Punkte  z  in  drei  gegebene  von- 
einander verschiedfne  Ptuikfr  z    überführt. 

Man  bemerke  übrigens  hinterher,  daß  die  Formel  (8)  immer 
richtig  ist,  ganz  gleichgültig,  wie  man  die  Zahlen  z^,  z^,  z^  numeriert. 

Als  Beispiel  zu  Satz  II  wollen  wir  die  Aufgabe  behandeln,  das 
Innere  des  Einheitskreises  der  z-Ebene  konform  auf  diejenige  Halb- 
ebene der  z'-Ebene  abzubilden,  deren  Punkte  komplexe  Zahlen  mit 
positivem  Faktor  von  i  darstellen.  Zu  diesem  Zwecke  können  wir 
drei  beliebigen  Punkten  des  Einheitskreises  der  r-Ebene  drei  be- 
liebige reelle  Werte  von  z  zuordnen;  nur  muß,  wenn  der  durch  die 
Reihenfolge  z^z.^z.^  festgelegte  Durchlaufungssinn  auf  dem  Einheits- 
kreis die  Fläche  desselben  zur  Rechten  läßt,  auch  der  entsprechende 
Durchlaufungssinn  z\z\z\  auf  der  Achse  der  reellen  Zahlen  die 
genannte  Halbebene  (wir  nennen  sie  kurz  die  „positive  Halbebene") 
zur  Rechten  lassen.^    Das  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  wir  den  Punkten 

>-j    =    l,  2^^  '       ^3^^^ 

der  Reihe  nach  die  Punkte 

-'i  =  Ö  '    ^'2  =  0°  '     ^'3  =  1 
zuordnen.     Man  erhält  so  nach  (8)  die  Gleichung: 

%  -  1        i  4-  1 , 

>-.  +  1    '    i  -  \    ~  " 

oder 

9)  z  —  i ^und  daraus  umgekehrt :  z  =  -r^ — -• 

Wir  verfolgen  die  durch  diese  Formeln  vermittelte  Abbildung  der 
z-Ebene  auf  die  z'-Ebene  noch  etwas  weiter.     Den  W^erten: 

z=0         1  i  — 1        —  i  00 

entsprechen 

2'  =  z         0  1  00  —  1  —  i. 


^  Weil  die  Abbildung  konform  ohne   Umlegunr/  der  Winkel  ist. 
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Der  Achse  der  reellen  Zahlen  z  entspricht  die  Achse  der  rein  imaginären 
Zahlen  z',  der  Achse  der  rein  imaginären  Zahlen  z  der  Einheitskreis 
der  z'-Ebene  (vgl.  §  7,  IV).     Durch   die   genannten  Linien  zerfallen 

die    beiden  Ebenen  in  je 


z-Eberbt 


z'-Ebertc 


VI 


II 


m 


vir 


\ 


vni 


Fig.  9. 


acht  Gebiete  (denen  auf 
der  Kugel  Oktanten  ent- 
sprechen); diese  sind  ein- 
ander so  zugeordnet,  wie 
in  Fig.  9  augegeben. 

Sollen  nicht  nur  drei, 
sondern  vier  Punkte  z^ 
[k  —  1,  2,  3,  4)  durch  eine 
lineare  Transformation  in 


vier  Punkte  z',,  übergeführt  werden,  so  muß  eine  Bedingung  erfüllt  sein: 
wir  finden  diese  am  einfachsten,  indem  wir  in  (8)  z  =  z^,  z'  =  z'^  setzen: 


Äi  Xt        Xq  Xa 


durch  identische  Umformung,  oder  was  auf  dasselbe  hinausläuft, 
durch  Abänderung  der  Numerierung  kann  man  dieser  Bedingung 
noch  viele  verschiedene  Formen  geben,  z.  B. 


10) 


Um  das   erhaltene  Ergebnis  bequem   aussprechen   zu  können,   defi- 
nieren wir: 

III.    Unter    dem   Loppelverkältnis    der   vier  Funkte   (z^  z,  z^  zj  — 
in  dieser  Reilienfolge  —  verstehen  wir  den  Quoiie7iten: 


U] 


^    ~  ^2  .  *l    ~  ^*    ,  _. 


1  '2     3     ili 


dann  können  wir  sagen: 

JY.  Soll  es  eine  lineare  Transformation  gehen,  welche  vier  gegebene 
Funkte  Zf.  in  vier  gegebene  Ftinkte  z\  überfuhrt,  so  ist  dazu  notwendig 
und  hinreichend,  daß  das  iJoppelverhältnis  der  Funkte  Zj.  gleich  ist  dem 
Doppelverhältnis  der  in  entsprechender  Reihenfolge  genommenen  Punkte  z^. 

Das  Doppelverhältnis  von  vier  komplexen  Punkten  ist  natürlich 
im  allgemeinen  komplex;  wir  können  aber  genau  angeben: 

Y.  Das  Jjoppelverhältnis  von  vier  Funkten  ist  dann  und  nur  dann 
reell,  wenn  die  vier  Funkte  auf  einem  Kreise  liegen. 

Der  Arcus  von  (z^  —  z^j{z^  —  z^  ist  nämlich  der  Winkel  z^  z^  z^. 
(s.  Fußnote  S.  15),  der  Arcus  von  (Zj  —  z^f{z^  —  z^\  der  Winkel  Zg  z^  Zj. 
Ist    das  \'iereck   ZjZ2Z3Zj    ein   Kreisviereck,    so    sind    diese   beiden 
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Wiukel  Peripheriewiukel  über  demselben  oder  übereinander  zur 
vollen  Peripherie  ergänzenden  Bogen.  Im  ersten  Fall  ist  also  (bis 
auf  Vielfache  von  2  .t)  ^  z^  z^  Zj  =  -^  z^  z.^  z^  ,  im  zweiten  Fall 
=  '^z^z.^z^  —  ,t;  der  Arcus  des  Doppelverhältnisses  ist  im  ersten 
Fall  Null,  im  zweiten  t.  das  Doppelverhältnis  in  beiden  Fällen  reell. 
Liegen  aber  die  vier  Punkte  nicht  auf  einem  Kreise,  so  ist  -^  z^  z^  z^ 
von  -^  Tg  2^  ~i  und  von  -k:  z^  z.,  z^  —  rt  verschieden,  also  das  Doppel- 
verhältnis nicht  reell.  ^ 

Setzen  wir  speziell  Cg  =  0 ,  r,  =  1 .  z^  =  j-  ,  so  finden  wir  (vgl. 
S.  36  oben  oder  §  20,  VIII): 

[z,  0  1  er)  =  z, , 
d.  h.: 

VI.  jüas  JJoppelverhältnis  eines  beliebigen  Punktes  z^  mit  den 
3  Punkten  0,  1,  00   ist  gleich  z^   selbst. 

Wie  schon  oben  bemerkt,  hängt  das  Doppelverhältnis  von  vier 
Punkten  auch  von  ihrer  Keihenfolge  ab.  Wir  können  aber  vier 
Punkte  auf  24  verschiedene  Arten  anordnen.  Von  diesen  geben  je 
vier,  z.  B.: 

das  nämliche  Doppelverhältnis,  wie  ein  Blick  auf  Formel  (11)  zeigt; 
wir  können  also  aus  denselben  vier  Punkten  im  ganzen  nur  sechs 
verschiedene  Doppelverhältnisse  bilden.  Zwischen  diesen  sechs  Werten 
bestehen  aber  einfache  Beziehungen.    Wird  nämlich 

12)  (2-^2:2^3^4)  =  '^- 
gesetzt,  so  findet  man  sofort,  daß: 

13)  {z^z^z^z,)  =  -~ 

ist.     Ferner  bestätigt  eine  einfache  Eechnung,  daß: 

14)  (Zj^gZgZj^  1  -  ;. 

ist;  und  durch  Verbindung  beider  Ergebnisse  findet  man: 


•  Für  mit  projektiver  Geometrie  vertraute  Leser  sei  ohne  Beweis  bemerkt: 
das  hier  definierte  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  eines  Kreises  ist  genau 
gleich  dem  von  der  projektiven  Geometrie  definierten  Doppelverhältnis  von 
vier  solchen  Punkten;  das  hier  definierte  komplexe  Doppelverhältnis  von  vier 
beliebigen  Punkten  der  Ebene  gleich  ihrem  Doppelverhältnis  auf  demjenigen 
imaginären  Kegelschnitt,  der  durch  sie  und  einen  der  „Kreiapunkte"  be- 
stimmt ist. 
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Wir  können  also  sagen: 

YII.  Von  den  sechs  Doppelverhältnissen,  die  man  aus  vier  Funkten 
bilden  kann,  ist  jedes  eine  lineare  Funktion  von  jedem  andern. 

Die  sechs  Werte  (12)— (17)  sind  im  allgemeinen  alle  voneinander 
verschieden;  nur  für  besondere  Werte  von  A  können  zwei  oder  mehrere 
einander  gleich  werden.  Alle  verschiedenen  hier  möglichen  Fälle 
lassen  sich  durch  Änderung  der  Bezeichnung  auf  die  beiden  folgenden 
zurückfahren : 

und: 
19) 


1 

1 

1 

— 

;. 

/. 

= 

l 

!• 

.— 

;. 

_  _    /.  -  1    _    1  +  ^"  1/3 

I  1      ,  ;.         1  -iy^ 


YIII.  Im  Falle  [IS)  nennt  man  die  vier  Pnnkte  „harmonisch",  im 
Falle  {10)  wohl  „äquianharmonisch'^. 

Vier  harmonische  Punkte  sind  z.  B.  —  1, 0, 1,  oc,  ferner  die  vier 
Ecken  eines  Quadrates;  vier  äquianharmonische  die  drei  Ecken  eines 
gleichseitigen  Dreiecks  und  der  Mittelpunkt  des  ihm  umbeschriebenen 
Kreises  (oder,  auf  der  Kugel,  die  Ecken  eines  regulären  Tetraeders). 

Kehren  wir  noch  einmal  zu  Gleichung  (10)  zurück,  um  ihren 
Inhalt  unter  Benutzung  eines  auch  sonst  wichtigen  Begriffs  aus- 
zusprechen.    Zu  diesem  Zwecke  definieren  ^vir: 

IX.  Fjine  Funktion  eines  oder  mehrerer  Funkte,  weicht;  7ingeändcrt 
hleiht,  wenn  man  alle  diese  Funkte  einer  und  derselben  icillkür liehen 
Transformation  einer  bestimmten  Gruppe  unterwirft,  heißt  eine  Inrnriante 
der   Gruppe. 

Dann  sagt  Gleichung  (4)  aus: 

X.  JJas  Doppelverhöllnis  von  virr  Funkten  ist  eine  Invariante  der 
Gruppe  der  linearen  Transformation. 

Wir  können  noch  mehr  sagen:  wir  können  behaupten,  daß  es 
die  einzige  Invariante  dieser  Gruppe  ist.  Das  ist  so  zu  verstehen: 
Drei  Punkte  können  wegen  Satz  II  überhaupt  dieser  Gruppe  gegen- 
über keine  Invariante  haben.  Für  zwei  Aggregate  von  je  vier  Punkten 
ist  die  Gleichheit  der  Doppelvcrhältnisse  schon  hinreichende  Be- 
dingung für  die  Existenz  einer  linearen  Transformation,  welche  das 
eine  Aggregat  in  das  andere  übergeführt.  Jede  andere  bei  linearer 
Transformation  invariante  Funktion  von  vier  Punkten  muß  also  für 
alle  Aggregate  von  demselben  Doppelverhältnis  den  nämlichen  Wert 
haben.     Sic   muß   sicii   also   durch   das  Doppelverhältnis  allein  aus- 
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tlrückeu  lassen  und  wird  insofern  nicht  als  neue  Invariante  gezählt. 
Aber  auch  meJir  a/s.  vier  Punkte  geben  keine  wesentlich  neuen 
Invarianten.  Angenommen  nämlich  F[z^,  z^,  Cg, . . . ,  rj  sei  eine  gegen- 
über der  Gruppe  der  linearen  Transformationen  invariante  Funktion 

von  wfs^ 4)  Punkten.    An  Stelle  von  ?i  — 3  Punkten,  etwa  von  r,,r. z 

führe  mau  die  r?  —  3  Doppel  Verhältnisse  ein,  welche  die  übrigen  drei 
Punkte  c,,  z.,,  z^  mit  je  einem  dieser  n  —  3  Punkte  bilden.  Dann 
wird  F  eine  Funktion  der  w  — 3  Doppelverhältnisse  und  von  z^,z^,z^. 
Soll  sie  nun  eine  Invariante  sein,  so  muß  sie  für  je  zwei  Aggregate 

von  n  Punkten:  z^,  z^,  z^, ,z^  und  z\,  z\,  z\ ,  z\^,  welche  durch 

die  lineare  Transformation  (1)  einander  zugeordnet  sind,  denselben 
Wert  annehmen.  Da  aber  für  jedes  Aggregatenpaar  die  /z  — 3  Doppel- 
verhältnisse für  sich  denselben  Wert  annehmen,  so  bleibt  entweder 
eine  Relation  zwischen  z^,  z^,  z^  und  z\,z\,z\  übrig,  oder  Z^  muß 
eine  Funktion  der  n  — 3  Doppelverhältnisse  allein  sein.  Da  ersteres 
infolge  von  Satz  II  unmöglich  ist,  so  läßt  sich  F  durch  die  w  —  3 
Doppelverhältnisse  ausdrücken. 

§  16.     Deutung    der    linearen   Transformationen    auf  der   Kugel; 
zugehörige  Kollineationen  des  Raumes. 

Wir  wollen  noch  die  Ergebnisse  des  §  14  stereographisch  auf 
die  Kugel  übertragen.  Den  Kreisen  der  Ebene,  die  durch  die  Punkte 
i!:^,  ^2  hindurchgehen,  entsprechen  auf  der  Kugel  die  Kreise  durch 
die  entsprechenden  Punkte,  anders  ausgedrückt:  die  Schnittkurven 
der  Ebenen  eines  Ebenenbüschels,  dessen  Achse  die  Kugel  in  diesen 
zwei  Punkten  schneidet.  Aber  auch  dem  ersten,  durch  Gleichung  (21) 
des  §  14  dargestellten  Kreissystem  entsprechen  auf  der  Kugel  Kreise, 
die  von  einem  Ebenenbüschel  ausgeschnitten  werden  (der  Unterschied 
ist  nur,  daß  in  diesem  Falle  die  Achse  des  Büschels  die  Kugel 
nicht  trifft).     Das  sieht  man  folgendermaßen  ein: 

Legt  man  in  allen  Punkten  eines  Kreises  der  Kugel  Tangential- 
ebenen an  sie,  so  umhüllen  diese  einen  geraden  Kreiskegel;  die 
Spitze  dieses  Kegels  heißt  Pol  der  Ebene  des  Kreises  in  bezug  auf 
die  Kugel.  Jede  Mantellinie  dieses  Kegels  ist  rechtwinklig  zu  der 
Tangente  des  Kreises  in  ihrem  Schnittpunkt  mit  ihm,  fällt  also  zu- 
sammen mit  der  Tangente  derjenigen  Kreise  der  Kugel,  die  den 
ersten  in  diesem  Punkte  rechtwinklig  schneiden.  Also  muß  die  Ebene 
jedes  solchen  Kreises  diese  Mantellinie  und  somit  auch  die  Kegelspitze, 
den  Pol  des  ersten  Kreises,  enthalten.  Die  Ebene  jedes  Kreises, 
der    zwei    gegebene    Kreise    der    Kugel   rechtwinklig   trifft,    enthält 
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demzufolge  die  Pole  der  Ebenen  beider  Kreise,  also  aucii  ihre  Ver- 
bindungslinie. Mit  Rücksicht  auf  §  14,  XIII  folgt  daraus,  was  zu 
beweisen  war.     Wir  können  also  sagen: 

I.  Jede  lineare  Trans fortiHition  mit  gitrennten  Fixpnnklen  fiilirt. 
auf  der  Kiicjel  gedeutet,  zvel  Kreisaysteme  in  sich  über,  deren  jedes 
durch  ein  Ebenenbüschel  aus  der   Kugel  aungeschnitten  wird. 

Wir  können  uns  nun  mit  jeder  solchen  Transformation  der 
Kugel  in  sich  eine  bestimmte  Transformation  des  Raumes  in  sich 
verbunden  denken,  bei  der  jede  Ebene,  die  die  Kugel  schneidet 
(natürlich  in  einem  Kreise),  übergeführt  wird  in  diejenige  andere 
Ebene,  die  die  Kugel  in  dem  zum  ersten  entsprechenden  Kreise 
schneidet.  Da  allen  Kreisen  durch  zwei  Punkte  z^,  z^  Kreise  durch 
die  entsprechenden  Punkte  z\,  z\  entsprechen,  so  folgt:  allen 
Ebenen,  die  sich  in  einer  die  Kugel  treffenden  Geraden  schneiden, 
entsprechen  Ebenen  eines  zweiten  solchen  Büschels.  Es  entspricht 
also  jeder  Geraden,  welche  die  Kugel  in  zwei  getrennten  Punkten 
schneidet,  wieder  eine  solche  und  jeder  Kugeltangente  wieder  eine 
Kugeltangente.  Da  ferner  (wegen  §  14,  V)  allen  Kreisen,  die  zwei 
bestimmte  Kreise  rechtwinklig  schneiden,  Kreise  entsprechen,  die  die 
entsprechenden  beiden  Kreise  rechtwinklig  schneiden,  so  folgt  nach 
dem  vorhin  Bewiesenen:  auch  den  die  Kugel  schneidenden  Ebenen 
eines  Büschels,  dessen  Achse  die  Kugel  nicht  trifft,  entsprechen 
Ebenen  eines  zweiten  solchen  Büschels,  d.  h.  auch  jeder  Geraden, 
welche  die  Kugel  nicht  trifft,  entspricht  wieder  eine  solche  Gerade. 
Dadurch  ist  schließlich  jeder  Geraden  des  Raumes  eine  andere 
eindeutig  zugeordnet.  Nun  schließt  man  so  weiter  (wir  überlassen 
die  ganz  elementaren  Beweise  dem  Leser,  zumal  der  ganze  Inhalt 
dieser  Paragraphen  für  alles  folgende  ohne  Belang  ist;  auch  die 
Ausdehnung  der  Überlegungen  auf  den  Fall  eines  einzigen  doppelt 
zählenden  Fixpunkts  sei  dem  Leser  überlassen):  Dem  Bündel  aller 
Geraden,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  entspricht  wieder  ein  solches 
Bündel,  einem  Punkte  also  wieder  eindeutig  ein  Punkt,  einer 
geraden  Punktreihe  wieder  eine  solche,  endlich  den  Punkten  einer 
Ebene  (auch  wenn  die  Kugel  sie  nicht  schneidet!  ebenfalls  die  Punkte 
einer  Ebene.  Eine  Transformation  mit  diesen  Eigenschaften  nennt 
man  eine  KoUineation.   wir  können  daher  sagen: 

IL  Zu  jeder  linearen  Transformation  der  komplexen  Variabein  z 
auf  der  Kugel  gehört  eine  Knllineation  des  Baumes,  welche  die  Punkte 
der   Kugel  genau  ebenso  transformiert  wie  /ehe  Transformation. 

Nach  Satz  I  gehört  diese  Kollineation  im  allgemeinen  Fall  zu 
derjenigen   besonderen   Art.    bei   welcher  zwei    reelle   Gerade,    zwei 
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reelle  Punkte  der  einen  dieser  Geraden  (ihre  Schnittpunkte  mit  der 
Kugel)  und  zwei  reelle  Ebenen  durch  die  andere  Gerade  (die  von 
ihr  an  die  Kugel  gehenden  Tangentialebenen)  in  sich  transformiert 
werden.  Im  speziellen  Fall  (§  14,  XIV,  XV)  wird  ein  reeller  Punkt 
der  Kugel,  jede  Tangente  in  ihm  und  jede  Ebene  durch  eine  be- 
stimmte solche  Tangente  in  sich  übergeführt. 

Es  wäre  auf  Grund  der  Formeln  der  §§13  und  1-4  nicht 
schwierig  (wenn  auch  umständlich),  diese  Überlegungen  analytisch 
zu  verfolgen  und  so  zu  jeder  linearen  Transformation  von  z  die 
Gleichungen  der  zugehörigen  Kollineation  zu  finden;  wir  wollen  das 
nur  erstens  für  diejenigen  Transformationen  tun,  die  einer  Schiebung 
parallel  der  .r-Achse  in  der  Ebene  entsprechen,  und  zweitens  für 
die  Drehungen  der  Kugel  um  ihren  Mittelpunkt. 

Im  ersten  Fall  ist 

z'  =  z  -\-  a[a reell),       d.  h.       x'  =  x  +  «,       ?/'  =  y  ; 

dann  geben  die  Formeln  (8)  von'§  13  und  diejenigen,  welche  aus 
(7)  daselbst  durch  Akzentuierung  aller  Buchstaben  hervorgehen: 

,  _  x'  X  -{-  u  ^  +  «  (1   —  t^ 

~    1  +  r"^   ~   l  +  r-  +  2ii  X  ■\-  a 

y'  y 


\  +  r"^  1  +  /■*  +  2k  .T  4- 

r'-  )•'■  -f  2«  X  +  «^ 


2a?  +  (1  -f 

«')(1  - 
7 

C)  +  : 

2«!  +(1  + 

«»)(!  - 

t)  +  L- 

2a|  +  a'- 

(l  -  c) 

-L     '- 

1  +  r"-  1  +  ;•-  +  2«  X  -1-  le-  2«  I  -f  (1  +  a*)(l  —  :)  +  ^  ' 

(Es  gibt  natürlich  unendlich  viele  Transformationen  des  Raumes, 
welche  die  Punkte  der  Kugel  so,  wie  verlangt,  transformieren.  Wir 
erhalten,  wie  die  Rechnung  zeigt,  lineare  Transformationsgleichungen 
also  die  gesuchte  Kollineation,  wenn  wir  die  Kugelgleichung  nicht 
weiter  benutzen,  sondern  jene  Formeln  von  §  13  gerade  so.  wie  sie 
dort  stehen,  heranziehen.) 

Einen  besonderen  Fall  der  Kollineationen  bilden  zweitens  die 
..Bewegungen  des  Baumes'^,  d.  h.  diejenigen  Transformationen,  welche 
jede  Figur  in  eine  zu  ihr  kongruente  überführen.  Setzen  wir  als 
bekannt  voraus,  daß  jede  Bewegung  einer  Kugel  in  sich  hinsichtlich 
ihres  Endeffekts  durch  eine  Drehung  um  eine  durch  ihren  Mittel- 
punkt gehende  Achse  ersetzt  w^erden  kann,  so  können  wir  leicht  alle 
solchen  Bewegungen  und  die  ihnen  entsprechenden  linearen  Trans- 
formationen angeben.  Dazu  gehen  wir  auf  die  Gleichung  (15)  von 
§  14  zurück.  Soll  diese  eine  Drehung  der  Kugel  um  eine  durch 
ihren  Mittelpunkt  gehende  Achse  vorstellen,  so  müssen  erstens  '^^ 
und  C2  diametrale  Punkte  (§  13,  XV)  sein;   zweitens   muß  jeder  der 

4* 
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in  §  14,  Gleichung  (21)  mit  o  =  konst.  bezeichneten  Kreise,  die  in 
unserem  Falle  Parallelkreise  sind,  in  sich  übergeführt  werden,  es 
muß  also  m  =  1,  d.  h.  X  eine  Größe  vom  absoluten  Betrage  1  sein. 
Verstehen  wir  also  unter  u  und  /.  Größen  vom  absoluten  Betrage  1, 
unter  ;•  eine  positive  reelle  Zahl,  so  können  wir: 

Cj  =  ?• « ,  C^  =  —  '"'"^  ^-  )         X  =  /.^ 

setzen;  die  Auflösung  der  Gleichung  (15)  von  §  14  nach  z'  nimmt 
dann  die  Form  an: 

^    ~  ^x{l  -  P)  +  (/--'  «  +  r  a  ;.*)     ' 

oder  wenn    wir  im  Zähler  und  Nenner  mit  a~^  /~^  multiplizieren: 

-r  {rl-^  +  r-'  ;.)  +  ng-^  -  ).) 

~   x«-'U~'  -  ^)  +  (^~'  ^•~'  +  rX)' 
Hier    sind    nun    die  Koeffizienten,    abgesehen    vom  Vorzeichen    des 
einen,   einander  paarweise   konjugiert  (denn  Ä"^  ist  konjugiert  zu  /. 
«"^  zu  a  und  r  ist  reell);    verstehen  wir  also   unter   A,  B,  6',  ]J 
reelle  Zahlen,  so  können  wir  schreiben: 

,  _  {A  +  iB)x  -  C  +  iV 
^'  ^    ~   [C  +  iÜ)x.  +  A  -iB' 

III.  ylvf  (Urse  allgemeine  Form. [2]  kann  also  eine  lineare  Trans- 
formation von  z  immer  gebracht  werden,  icei.n  sie  eine  Drehung  der 
Kugel  um  ihren  Mittelpunkt  vorstellt. 

Von  der  Gleichung  (2)  aus  gelangt  man  zur  EuLERschen  Dar- 
stellung der  Kotationen  um  einen  festen  Punkt,  wenn  man,  wie  vor- 
hin bei  (1),  durch  die  Formeln  (7)  und  (8)  von  §  13  die  B.aum- 
koordinaten  |,  ?/,  c  und  |',  ?/',  '^'  einführt.     Man  erhält  zunächst: 

.    ,  _  {Ax  -  By  -  C)  +  i(Bx  +  A  ij  4-  D) 
■'•"   +  *y   -  (Ca;  -  Dy  +  A)  +  i{Dx  +  Cy  -  B)' 

,2  _  U'  +  -B')y'  +  2{-  AG  +  BD)x  +  2(     BC  +  Ab)y  +  C-  H-  D' 
^1        ''     ~  (C  +  V')r-  +  2(      AC  -  ßD)x  +  2{-AD  -  B  0}  y  +  A^  +  B- ' 

,2 U^  4-  g-  +  C»  +  D^)(\+r'')         

^     "^  '■     ~  iU' +  D-')r-' +  '2[AC- BD)x+2(- AD  -  BG)y -^^  A"  ■{- B'' 

Setzt  man  also  zur  Abkürzung: 

4)  ^2  ^  i?2  _|.  (^2  +  7>2  =  .V, 

so  folgt: 

x'  4-  iy'  _    (/1  x-B>i-(')~  i(nx  +  A!/  +  D)]\{Gx-n!f-{-  A)  +  i{- D  x- Cy+ B)]^ 
'l  +r'-^    '^  iV(l-f-r*) 

Der  Zähler  rechts  ist: 

[(äC~  BD)  -\-i{BC-  A  JJ)\  r'  +  [[A'  -  B- -  C-  +  J)^) 

+  2i{AB-\-  CD)] x  +  [2{-AB+CTJ)  +  i[A^  -  B^ -\-  C- -  D'-)] ,/ 

+  [_  AC-  BD-i-  /(-  BC+  A  />)]; 
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führen  wir  also  nach  §  13  (7)  (8)  die  |,  ?/,  f,  |',  n'  ein,"  so  folgt: 

^'(r  +  i>()  =  m  C  +  i>'Zi)  +  i[BC  -  4/^)](2C-  1) 

+  [(2  (-  ^  if  +  Ci?)  +  i{A^  -  B^+C^-  i>2)]  ,y 
uud,  wenn  wir  Reelles  und  Imaginäres  trennen: 

^^  N^'  =  {A'  -B'^-C^  +  i)2)|  +  2(-  AB+C  />),/ 

+  2(//t'  +  i^i>)(C-i), 

r.  Nif  =  2{äB+  CI))^  +  {A^-B^-j-  C-  -  lj^)i] 

+  2{BC-AI)){C-^). 
Dazu  folgt  aus  (3): 

1  -  )■'•'  ^  U^  +  B'  -  C-  -  D')  {\  -  r-)  -^r  4.{Ä  G  -  B  D)x  -  \  {A  D  ■{-  B  G)y 

1  -I-  r'-  '  '  N{V  +  r*)  ' 

also : 

„.  i\^(C'  -  \)  =  -2{AC-  BD)^  +  2(^  Ö  +  56V/ 

'  '       +{A^  + B\- C-  D'^){:-\). 

Die  Formeln  (4) — (7)  sind  die  Euler  sehen.  Sie  geben  eine  beliebige 
Drehung  eines  rechtwinkeligen  Koordinatensystems  mit  Hilfe  von 
vier  Parametern  A,  B,  C,  D,  auf  deren  Verhältnisse  es  allein  an- 
kommt. 

Ohne  Beweis  sei  erwähnt;  daß  jede  lineare  Transformation 
von  X  -}-  iy  als  eine  Bewegung  des  Raumes  gedeutet  werden  kann, 
wenn  man  sich  nicht  der  Euklidischen  Geometrie  bedient,  sondern 
derjenigen  Nichteuklidischen,  für  welche  die  Kugel  Fundamental- 
fläche ist. 

§  17.    Die  Funktion  »-. 

Nach  der  in  den  letzten  Paragraphen  ausführlich  vorgenommenen 
Untersuchung  der  linearen  Funktionen  von  z  wenden  wir  uns  nun- 
mehr zu  der  Funktion: 

1)  to  =  z  .z  =  z"^. 

Drücken  wir  w  und  z  erst  durch  Kartesische,  dann  durch  Polar- 
koordinaten aus,  indem  wir  setzen: 

2)  z  =  X  +  i  y  =  r  (cos  (f  +  i  sin  (p) , 

3)  tc  =  u  -\-  iv  =  ^ (cos  U'  +  j'sini^), 
so  erhalten  wir  das  eine  Mal  aus  §3(1 1): 

4^  ti  =  .r-  —  y^,  V  =  2.r // 

das  andere  Mal  aus  §  6  (1): 

5)  Q  =  r'^,  ijrTn  2rp . 
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Die  Formeln  (4)  liefern  zu  jedem  reellen  Wertepaar  (.?•,  y)  ein  und 
nur  ein  reelles  A\'ertepaar  [u,  r);  wir  sagen: 

I.  iJie  Funktion  w  =  z-  ist  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  definiert. 

Die  Konstruktion  des  einem  bestimmten  Punkte  z  entsprechenden 
Punktes  ic  knüpft  man  am  bequemsten  an  die  Formeln  (5]:  der 
Radiusvektor  von  w  verhält  sich  zu  dem  von  z  wie  dieser  zur  Ein- 
heit, der  Arcus  von  xv  ist  doppelt  so  groß  wie  der  von  z. 

Jedem  Kreis  um  den  Nullpunkt  der  z-Ebene  ir  =  konst.)  ent- 
spricht ein  Kreis  um  den  Nullpunkt  der  ?f-Ebene  (o  =  konst.).  Lassen 
wir  den  Radius  r  des  ersteren  stetig  von  0  bis  er  "wachsen,  so 
durchläuft  auch  der  Radius  n  =  r-  des  letzteren  stetig  wachsend  alle 
Werte  von  0  bis  oo.  Jedem  Strahl  (f  =  konst.  durch  den  Null- 
punkt der  z-Ebene  entspricht  ein  Strahl  i/'  =  konst.  durch  den  Null- 
punkt der  ?ü-Ebene;  der  Arcus  des  letzteren  durchläuft  aber  (wegen 
der  zweiten  Gleichung  (5;)  bereits  alle  Werte  von  0  bis  2n-,  wenn 
der  des  ersteren  nur  alle  Werte  von  0  bis  ti  durchläuft.  Wir  können 
also  den  Satz  aussprechen: 

IL  Durch  die  Funktion  w  =  z'  wird  die  ,.positive  llalbebene''  der 
z- Ebene  (d.h.  diejenige,  in  uelcher  die  Punkte  z  —  x -\- iy  mit  posHicem 
y  liegen)  eindeutig  und  stetig^  auf  die  iv-Ebene  abgebildet. 

Auch  umgekehrt  ist  diese  Abbildung  eindeutig.  Denn  o  =  r^ 
und  r"  =  2  ff  nehmen  jedes  vorgeschriebene  Wertepaar  o  zwischen 
0  und  -{-er,  i/-  zwischen  0  und  2  n:  nur  einmal  an,  wenn  r  von 
0  bis  +0C,  cf  von  0  bis  ,7  wächst.  Dagegen  ist  die  Stetigkeit  der 
Umkehrung  längs  der  Halbachse  der  positiv  reellen  Zahlen  der 
»•-Ebene    unterbrochen,    indem    den    beiden  Seiten   dieser  Achse  in 

der  --Ebene  die  beiden  durch 
ur^berve  z-Ebcne  den    Nullpunkt    getrennten    Teile 

.^fJ^'y  9'::^.{Z2>Jj.y      der  reellen  Achse  so  entsprechen, 

/ip=z7T  wie  es  in  Fig.  10  angedeutet  ist. 

pj„  IQ  Lassen    wir   dann   «je    weiter 

von  1  bis  2jt  wachsen,  so  durch- 
läuft 1/'  die  Werte  von  2.t  bis  4,t;  d.  h.  die  Halbgerade  i"  =  konst. 
überstreicht  noch  einmal  die  ganze  Ebene,  so  daß  auch  die  negative 
Halbebene  der  r-Ebene  eindeutig  und  stetig  auf  die  //--Ebene  ab- 
gebildet wird.     Wir  schließen  daraus: 

in.  iJie  Funktion  w  =  z-  nimmt  jeden  xwnNull  und  üO  verschiedenen 
komplexen    Wert  tr  in  zwei  und  nur  zwei  Punkten  der  z-Ebene  an. 

'  D.  li.  ilit;  Hilder  ?<■  derjenigen  Punkte.'.,  die  in  hinreichend  naher  Nach- 
barachaft  eines  bestimmten  Punktes  a,  liegen,  liegen  beliebig  nahe  beim  Hilde 
u\  von  x■^.  —  Die  positive  Ilalbcbene  nennt  man  auch  die  „obere*'. 
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Wenn  man  nicht  ohnedies  sähe,  daß  zwei  solche  Punkte  durch 
die  Relation  "2  =  —  ~i  "verbunden  sind,  könnte  man  es  daraus  ab- 
leiten, datJ  die  linke  Seite  der  Gleichung  z^^  —  z^'^  =^  0  außer  durch 
-;^  _  z^  auch  noch  durch  z^  -f  r,  teilbar  ist.     Wir  definieren: 

IV.  £ine  Funktion  to  =  f[z),  welche  die  Eigenscliaf't  liat^  sich  nicht 
zu  ändern,  wenn  man  statt  z  eine  bestimmte  von  z  =  z  verschiedene 
lineare  Funktion  von  z: 

in  sie   einführt,    heißt  eine  Funktion  mit  einer  linea^'en  Transformation 
in  sich  oder  eine  automorphe  Funktion. 

Damit  können  wir  Satz  III  so  ergänzen: 

V.  Die  Funktion  10  —  z'-  ist  eine  automorphe  Funktion ;  sie  gestattet 
die  lineare  Transformation  in  sich: 

6')  z'^-z. 

Wir  führen  weiter  bei  dieser  {Gelegenheit  die  Definition  ein: 

VI.  Einen  Bereich,^  in  dem  eine  eindeutige  Funktion  iv  von  z  bereits 
alle  ihre  Werte  und  jeden  einmal  anninunf ,  nennt  man  einen  Funda- 
mentalbereich dieser  Funktion. 

Aus  den  Definitionen  der  automorphen  Funktion  und  des  Funda- 
mentalbereichs folgt  dann: 

VII.  Ist  ein  Fundamentalbereich  einer  automorphen  Funktion  be- 
kannt und  wird  er  durch  eine  der  Transformationen  der  Funktion  in 
sich  auf  einen  zweiten  Bereich  abgebildet,  so  ist  dieser  zweite  Bereich 
ebenfalls  ein  Fundamentalbereich  der  automorphen  Fmiktion. 

Ferner  gilt: 

Ylla.  Die  beiden  Fundamentalbereiche  haben  keine  inneren^  und 
höchstens  zwei  Bandpunkte  gemein. 

Denn  gehen  die  beiden  Bereiche  SB,  ^'  durch  die  Substitution  (G) 
ineinander  über,  so  müßte  ein  gemeinsamer  Punkt  die  quadratische 
Gleichung  z{cz  -{-d)  =  az  -[-  b  befriedigen.  Es  sind  also  höchstens  zwei 
gemeinsame  Punkte  vorhanden.  Von  diesen  kann  keiner  im  Inneren 
eines  der  Bereiche  liegen ;  andernfalls  würden  nämlich  die  Bereiche 
übereinander  greifen  und  hätten  daher  unendlich  viele  Punkte  gemein. 

In  unserem  Falle  (6')  sind  die  beiden  durch  die  Achse  der 
reellen  Zahlen  getrennten  Halbebenen  Fundamentalbereiche  der 
Funktion  z'-\  dem  einen  wird  man  die  positive,  dem  anderen  die 
negative  reelle  Achse  hinzurechnen;  die  Punkte  0  und  00  sind  beiden 
Bereichen  gemeinsam. 

^  Eine  allgemeine  Definition  dieses  Wortes  folgt  in  §  25;  bei  den  obigen 
einfachen  Beispielen  kann  sie  noch  entbehrt  werden.  * 
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Wir  verfolgen  die  durch  die  Funktion  w  =  z-  vermittelte  Ab- 
bildung der  z- Ebene  auf  die  ?r-Ebene  noch  weiter  ins  einzelne, 
indem  wir  zunächst  fragen,  welche  Linien  der  »«-Ebene  den  Par- 
allelen zu  den  Achsen  in  der  z-Ebene  entsprechen.  Setzen  wir 
y  =  c,  so  geben  die  Gleichungen  (4)  u  und  v  ausgedrückt  durch  eine 
Hilfsveränderliche  .?•;  die  Elimination  der  letzteren  ergibt: 


7)  »  +  '^  =  1  2„ 

Das  ist  für  jedes  bestimmte  c  die  Gleichung  einer  Parabel,  die  die 
M-Achse  zur  Hauptachse  und  die  Gerade  u  =  —  c^  zur  Scheitel- 
tangente hat.     Bringt  man  sie  auf  die  Form: 

8)  ji^  +  v'-  =  [u-\-.'ic-f, 

so  sieht  man,  daß  der  Nullpunkt  Brennpunkt,  die  Gerade  ?/  +  2  c-  =  0 
Direktrix  ist.  Da  c  reell,  c-  also  positiv  ist,  liegt  die  Direktrix  auf 
Seite  der  negativen  u,  die  Parabel  erstreckt  sich  nach  rechts  ins 
Unendliche.  Brennpunkt  und  Hauptachse  sind  von  c  unabhängig. 
Parabeln  mit  demselben  Brennpunkt  und  derselben  Hauptachse 
nennt  man  konfokal;  wir  können  demnach  unser  Ergebnis  folgender- 
maßen aussprechen: 

VllL  Durch  die  Funktion  iv  --^  z-  werden  die  zur  x-Achse  paral- 
lelen Geraden  der  z- Ebene  abgebildet  auf  eine  Schar  kon fokaler  Parabeln, 
die  den  Nidlpvnht  zum  Brennpunkt  und  die  u-Achse  zur  Hauptachse 
haben  und  sich  nach  der  liichtung  der  ]>osittoen  u  hin  öffnen. 

Setzen  wir  dagegen  in  den  Gleichungen  (4)  .r  -  c  und  elimi- 
nieren ?/.  so  erhalten  wir: 


V 


9)  c'-u      ^2^ 
oder : 

10)  u- +  v- =  [u-2c^)-,, 

d.h.: 

IX.  Die  Parallelen  zur  g-Acli^e  loenlen  abgebildet  auf  Parabeln, 
die  denselben  Brennpunkt  und  dieselbe  Hauptachse,  wie  die  in  }  III  ge- 
nannten haben,  aber  sich  nach  der  liichiung  der  negativen  u  hin  öffnen. 

Überhaupt  wird,  wie  die  Rechnung  zeigt,  jede  Gerade  der 
z-Ebene,  die  nicht  durch  den  Nullpunkt  geht,  abgebildet  auf  eine 
Parabel  der  w-Ebene,  die  den  Nullpunkt  zum  Brennpunkt  hat. 

Die  umgekehrte  Frage:  welche  Linien  der  z- Ebene  an f  die  (ieraden 
der  w-hhene  abgebildet  uierdcn  —  beantwortet  sich  folgendermaßen: 
Sei  die  Gleichung  einer  solchen  Geraden: 

11)  au  +  bv  -}•  c  =  0; 
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ersetzen  wir  in  ihr  u  und  v  durch  ihre  Werte  aus  (4),  so  erhalten  wir: 

X.  Das  ist  die  Gleichurnj  eines  Kegelschnitts,  itnd  zwar  (da  die 
Koeffizienten  von  x-  und  y-  einander  entgegengesetzt  gleich  sind) 
einer  (/leich^eitiyen  Hyperbel,  die  ihren  MittclpunJd:  ida  die  Glieder 
mit  .ri  und  y^  fehlen)  im  Nullpunkt  hat.  Parallelen  Geraden  (deren 
Gleichungen  sich  nur  durch  den  Wert  von  c  unterscheiden)  ent- 
sprechen dabei  Hyperbeln  mit  denselben  Asymptoten;  den  Parallelen 
zur  w-Achse  ibzw.  u- Achse)  Hyperbeln,  die  zu  den  Koordinatenachsen 
(bzw.  zu  den  Halbierungslinien  der  A\inkel  der  Koordinatenachsen) 
asymptotisch  verlaufen. 

Von  Wichtigkeit  ist  auch  noch,  daß  die  durch  die  Funktion 
w  =  -2  vermittelte  Abbildung  eine  konforme  (§11,  VII)  ist.  Um  das 
zu  beweisen,  bedienen  wir  uns  am  einfachsten  der  Gleichungen  (5). 
Ist  nämlich  die  Gleichung  einer  Kurve  C  der  r-Ebene  in  Polar- 
koordinaten gegeben: 

SO  ist  die  Taugente  des  Winkels  (/■,  6)  zwischen  Kurve  und  Radius- 
vektor bekanntlich: 

dq>  ^ 

'v;  • 

Für  die  entsprechende  Kurve  der  ?o-Ebene  erhalten  wir  aus  (5): 

IQ  ■        ,,      ^V^  ■>       '^flfP  da» 

^       (/  o  2rd r  d r 

Die  beiden  Winkel  sind  also  einander  gleich;  daraus  und  aus 
§  11  (12)  schließen  wir,  daß  auch  die  Winkel  zwischen  irgend  zwei 
einander    entsprechenden   Linien   einander  gleich  sind.     W'ir  sagen: 

XL  Jkie  die  in  den  §§  8— 16  untersuchten  linearen  Funktionen, 
so  vermittelt  auch  die  Funktion  w  =  z^  eine  konforme  Abbildung  ohne 
Imleguny  der    J^inkel. 

Wir  haben  dabei  allerdings  eine  Ausnahme  zu  machen.  Die 
Gleichung  (13)  beweist  nichts  für  die  einander  entsprechenden  Null- 
punkte beider  Ebenen,  da  dort  (f  und  ip  völlig  unbestimmt  sind  und 
da  ferner  in  (13)  ?•  in  einem  Nenner  vorkommt.  In  der  Tat  haben 
wir  schon  zu  Beginn  dieses  Paragraphen  gesehen,  daß  die  Winkel 
im  Nullpunkt  verdoppelt  werden.  Wir  müssen  daher  Satz  XI  durch 
den  Zusatz  ergänzen: 

XII.  Die  Konformität  der  Abbildung  erleidet  in  den  Ntdlpunhten 
eine  J'nterbrechung .  indem  jedem  Hinkel,  der  seinen  Scheitel  im  Nidl- 
punkt  der  z- Ebene  hat,  ein  doppelt  so  großer  Winkel  am  Nullpunkt 
der  w-Fbene  entspricht. 
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§  18.    Die  Potenz  mit  positivem  ganzzahligen  Exponenten. 

Nach  der  ausführlichen  Untersuchung  der  Funktion  z^  wird 
uns  die  Untersuchung  der  Potenz  mit  beliebigem  ganzzahligen  Ex- 
ponenten keine  neuen  Schwierigkeiten  bieten.  Wir  verstehen  näm- 
lich unter  einer  solchen: 

1 )  tv  =  z" 

wie  in  der  elementaren  Algebra  das  Produkt  au.'!  n  einander  gleichen 
Fahtoren  z.  Einführung  Kartesischer  Koordinaten  von  w^  und  z 
liefert  nur  für  die  kleinsten  Werte  von  n  handliche  Formeln.  Doch 
können  wir,  ohne  sie  wirklich  aufzustellen,  aus  ihrer  Bildungsweise 
schließen: 

I.  Die  Fiinkiion  tv  =  z"  ist  iji  der  ganzen  Ebene  eindeutig  de- 
finiert. 

In  Polarkoordinaten  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Bezeichnungen 
von  §  17  beibehalten,  durch  wiederholte  Anwendung  von  §6  (H: 
1 )  o  =  r" ,  xf.1  =  nrp  . 

Jedem  Kreis  um  den  Nullpunkt  der  z-Ebene  (r  =  konst.)  ent- 
spricht ein  Kreis  um  den  Nullpunkt  der  ?r- Ebene  (o  =  konst.); 
lassen  wir  den  Eadius  des  ersteren  stetig  von  0  bis  er  wachsen, 
so  durchläuft  auch  der  des  letzteren  stetig  wachsend  alle  Werte  von 
ü  bis  j^.  Jeden  Strahl  <jp  =  konst.  durch  den  Nullpunkt  der  r-Ebene 
entspricht  ein  Strahl  yj  =--  konst.  durch  den  Nullpunkt  der  ?r-Ebene; 
der  Arcus  des  letzteren  durchläuft  aber  bereits  alle  Werte  von  0  bis 

2  TT,    wenn    der    des  ersteren  nur  alle  Werte  von  0  bis   -^^^  durch- 

n 

läuft.     Es  folgt  also: 

II.  Durcli  die  Funktion  w  =  r"  wird  der  von  den  Strahlen  rf  =  0 

2  n 
{einschließlich)  und  (f  -^  (ausschließlich)  begrenzte  Sektor  der  z- Ebene 

eindeutig  und  stetig  auf  die   u-- Ebene  abiiehildet. 

Auch  umgekehrt  ist  diese  Abbildung  eindeutig;  aber  die  Stetig- 
keit der  Umkehrung  ist  längs  der  Halbachse  der  positiv  reellen  Zahlen 
z-Ebtac  ^^^  7i--Ebene  unterbrochen,  indem  ihren 

^  fr-Fbcuc       beiden   Seiten   die   beiden  Begrenzungs- 


.     \  /       ^  linien  des  Sektors  entsprechen  (Fig.  11). 

Lassen    wir   (f    weiter  von     --  bis 

'  n 

¥\ix..  11.  4  71  4  71    i_.       6  TT  ,,.   , 

*^  ,  von  bis ,  .  .  .  ,  endlich  von 

n  n  n 

(2  n  -  2)  TT 


bis  2;r  wachsen,  so  überstreicht  die  entsprechende  Halb- 
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gerade  i// -^  konst.  die  Ebei.e  zum  zweiten,  dritten,...,  ni^n  Mal. 
Die  z-Ebene  kann  also  in  n  Sektoren  zerlegt  werden,  von  denen 
jeder  eindeutig  und  stetig  auf  die  ganze  ..vEbene  abgebildet  wird. 
Daraus  folgt: 

III.  Die  Fan/itioi,  w  =  z"  rammt  jeden  komplexen  Wert  w  bt 
gerade  n  Fimkte/i  der  z- Ebene  an. 

Ausnahmen  bilden  nur  die  Werte  t«  =  0  und  w  =  ^  •  diese 
werden  nur  in  je  einem  Punkte  z  ^  0,  bzw.  z  =  er  angenommen 
In  diesen  beiden  Punkten  stoßen  alle  jene  Sektoren  der  z-Ebene 
zusammen. 

Zwischen  den  verschiedenen  Punkten  z,  die  denselben  Wert  iv 
liefern,  besteht  ein  einfacher  Zusammenhang.  Um  ihn  darzustellen, 
bezeichnen  wir  mit  e  die  komplexe  Größe 

•^'  £  =  cos  +?sin— -, 

welche  die  Eigenschaft  hat  (vgl.  §  6,  I),  daß      ' 

^)  6«  =  1 

ist,  während  die  niedrigeren  Potenzen  s,  e^  e^,  .  .  .,  ««-i  alle  von- 
einander und  von  1  verschieden  sind.  Dann  folgt  aus  der  Kommu- 
tativität  der  Multiplikation,  daß 

5)  (e^^zf  =  2'-' 

ist  für  /•=  1,  2,  ...,»-  1.  Auf  Grund  der  Definition  IV  von  §  17 
sprechen  wir  das  so  aus: 

IV.  Die  Funktion  tc  =  z"  ist  eine  automorp/ie  Funktion;  sie  ge- 
stattet die  n  linearen  Transformationen  in  sich: 

6)  2'=£''r.  k=  1,  2,...,  n. 

Zwischen  diesen  n  Transformationen  bestehen  Beziehungen;  es 
gilt  nämlich  ganz  allgemein  der  unmittelbar  aus  der  Definition  auto- 
morpher Funktionen  sich  ergebende  Satz: 

V.  Gestattet  eine  automorphe  Funktion  f{z)  zivei  lineare  Trans- 
formationen in  sich,  z'  =  cp^{z),  z'=cp^{z),  so  gestattet  sie  auch  die 
aus  ihnen  zusammengesetzten  linearen  Transformationen  z  =  (p  [cp  (z)] 
und  z'  =  (p^  [gpj  (z)].  '      2 

Auf  Grund  der  Definition  einer  Gruppe  von  Transformationen 
(§  14,  VII;  können  wir  diesen  Satz  auch  so  aussprechen: 

VI.  Die  linearen  Transformationen  in  sich,  welche  eine  automorphe 
Funktion  gestattet.^  bilden  stets  eine   Gruppe. 

An  unserem  Beispiel  bestätigt  sich  das  einfach:  setzen  wir 
r'  =  «fcz,    z"  =  E^z',    so    folgt    z"=E^  +  iz,    was  wegen  (4)   ebenfalls 
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unter  (6)  vorkommt.  Wir  IcöoneD  übrigens  über  die  Struktur  dieser 
Gruppe  noch  eine  nähere  Angabe  machen:  man  sieht,  daß  alle  jene 
linearen  Transformationen  durch  Wiederholung  der  ersten  unter  ihnen 
zustande  kommen.     Definieren  wir  also: 

VII.  Eine    Gruppe^    deren    sämtliche    Operationen    durch   Ifieder- 
holinig  eiller  bestimmten  unter  ihnen  entstuhen,  heißt  zi/klisch, 

so  haben  wir  den  Satz: 

VIII.  l)ie   FiinMinn  tv  =  2"  gestattet  eine  zi/hlische  Gruppe  linearer 
Transformationen. 

Satz  II  kann  auch  so  ausges])rochen  werden: 

IX.  Der    von   den    Halbstrahlen   rf  =  0    und   (f  =  hegrenztr 

Sehtor  der  z-Ebene  ist  ein  Fundanientalbereich  der  Funktion  10,  wobei 
von  den  beiden  II albstrahlen  einer  mit  zum  Bereiche  zu  rechnen  ist. 
Wir  wollen  daran  anknüpfend  die  im  vorigen  Paragraphen  noch 
beiseite  gelassene  Frage  behandeln,  wie  weit  ein  Fundanientalbereich 
noch  willkürlich  ist.  Offenbar  können  wir  an  einem  seiner  Ränder 
ein  beliebiges  Stück  wegnehmen,  wenn  wir  nur  an  dem  andern 
Rande  das  entsprechende  Stück  zufügen.  Der  Nullpunkt  muß 
immer  auf  dem  Rande  bleiben,  da  er  bei  deü  Transformationen  der 
Gruppe  in  sich  übergeführt  wird,  also  in  ihm  stets  alle  n  Funda- 
mentalbereiche zusammenstoßen  müssen,  wie  auch  der  erste  ge- 
wählt werden  mag;  ebenso  muß  sich  der 
Fundanientalbereich  stets  ins  Unendliche  er 
strecken.  Aber  wir  können  ihn  auf  der  einen 
Seite  durch  eine  beliebige  vom  Nullpunkt  ins 
Unendliche  laufende  Linie  begrenzen,  wenn  wir 
nur  dafür  sorgen,  daß  diese  Linie  von  der- 
^^'     '  jenigen  nicht  getroffen  wird,  die  vermöge  einer 

Drehung  um  den  Nullpunkt  durch  den  Winkel  —  aus  ihr  hervor- 
geht.    (Vgl.  Fig.  12.) 


§  19.    Rationale  ganze  Funktionen. 

Bereits  zu  Beginn  dieses  Abschnittes  (§  8,  II)  haben  wir  all- 
gemein definiert,  was  unter  einer  rationalen  ganzen  Funktion  einer 
komplexen  Veränderlichen  zu  verstehen  ist.  Indem  wir  in  dem  all- 
gemeinsten Ausdruck  einer  solchen  die  vorkommenden  Multiplikationen 
von  Summen  oder  Differenzen  nach  dem  Distributionsgesetz  (§  3, 
Gleichung  (2))  ausführen  und  schließlich  alle  Glieder,  die  eine  und 
dieselbe  Potenz  von  z  mit  Konstanten  multipliziert  enthalten,  in  je 
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eines  zusammenziehen,  gelangen  wir  wie  in  der  Analysis  der  reellen 
(Größen  zu  dem  Satze: 

I.  Jede  rationale  cjanze  Function  ran  z  läßt  sich  avf  die  Form 
hl  iwjen : 

1)  fi^)  =   "o  ^"  +   "l  ^"'"'    +   «2  ^"~"   +   •  •   +   ^'«-1  -   +   ''n  ■ 

ht  «p  =1=  0,  so  heißt  die  ganze  Zahl  n   Grad  der  Funktion. 

Von  solchen  rationalen  ganzen  Funktionen  beweist  man  im 
Gebiete  der  reellen  Zahlen  durch  Anwendung  der  elementaren 
Rechnungsregeln  den  Satz  (A.  A.  §  47,  I): 

II.  Mne  Gleichung  nten  Grades  hat  nie  mehr  als  n  Wurzeln,  es 
sei  denn,  daß  sie  identisch  besteht,  d.  h.  daß  alle  Koeffizienten  einzeln 
Xidl  sind.     Fine  v-fache  V  urzel  zählt  in  diesem  Satze  für  v  einfache. 

Da  alle  beim  Beweise  dieses  Satzes  gebrauchten  Sätze  für  kom- 
plexe Zahlen  ebenso  wie  für  reelle  gelten,  so  folgt:  Satz  11  gilt  auch 
dann,  wenn  man  neben  den  reellen  Wurzeln  auch  komplexe  zrdäßt.  Den 
positiven  Satz,  daß  jede  Gleichung  wten  Grades  im  Gebiete  der 
komplexen  Zahlen  n  Wurzeln  hat,  werden  wir  später  (§  44,  YII  und 
§  46,  VIII)  beweisen. 

Übrigens  kann  man  Grenzen  angeben,  zwischen  denen  die  Null- 
punkte von  f[z]  jedenfalls  eingeschlossen  sind.  Sei  nämlich  M  eine 
Zahl,  für  welche: 

2)  ^  <i¥     für     77?  =  1,  2,  .  .  .  ,  «; 

f'f.   —  II- 

dann  folgt: 

I  ^0  I 

tl.  i. 

n 


Für  alle  Werte  von  r,  deren  absoluter  Betrag  ^M-\-l  ist,  ist 
dieser  letzte  Bruch  ^  r"—  1<  z  " ,  also  folgt,  daß  für  alle 
solchen  r: 

'^)  I/ui-«o~-"i<l^o--"! 

ist.     M.  a.  W.  es  gilt  der  Satz: 

III.  Für  alle  r,  dereii.  absoluter  Betrag  um  mindestens  1  größer 
i<t  als  die  durch  die  Ungleichungen  {2)  bestimmte  Zahl  M.  übersteigt 
der  absolute  Bitrag  des  höchsten  Gliedes  in  der  rationalen  ganzen 
Funktion  f[z)    den    absoluten  Betrag  der  Summe  aller  übrigen   Glieder. 

Insbesondere  folgt  daraus: 

IV.  Außerhalb  des  mit  dem  Ixadius  M  +  1  um  den  Nullpunkt 
beschriebenen  Kreises  kann  keine  Wurzel  der  Gleichung  f{z)  =  0  liegen. 
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Ist  andererseits  o,;-, c  das  niedrigste  Glied  der  rationalen 
ganzen  Funktion  /'(r),  das  einen  von  Null  verschiedenen  Koeffizienten 
hat,  so  kann: 

gesetzt  werden,  wo 

5)  <p  ( j)    =  ««-..(I)"""   +  ^n-,-1  (t)"""'  -i-  •  ••   +  ^. 

eine  rationale  ganze  Funktion  (n  —  7')ten  Grades  von        ist.    Wollen 

wir  Satz  III  auf  diese  anwenden,  so  müssen  wir  eine  Zahl  m  durch 
die  Ungleichungen: 

^^  ^  m     für     h  =  0,   l,  2,  .  .  .  ,  71  -  v  -  1 


definieren;  führen  wir  dann  wieder  z  und  /"  ein,  so  folgt: 

Y.   Für    alle    von   Null   verschiedenen^    z,    deren    absoluter    Betrat/ 

kleiner  ist  als  [1  +  m)~^ ,  übersteigt  der  absolute  Betrag  des  iiiedrigsten 

Gliedes   in   der   rationalen   ganzen  Funktien   f(z)   den    absoluten  Betrag 

der  Summe  aller  übrigen   Glieder. 
Wie  IV  aus  III,  folgt  hieraus: 
VI.    Innerhalb   des   mit  dem  Badius  (/  +  m)~^   um  den  JSnllpunhf 

beschriebenen  Kreises  kann  keine   Wurzel  der  Gleichung  f[z)  =  0  liegen, 

außer  elicn  z  —  0 . 

§  20.     Rationale  gebrochene  Funktionen. 

Werden  alle  Glieder  einer  gebrochenen  rationalen  Fanktiou 
(§  8,  I)  auf  gemeinsamen  Nenner  gebracht,  so  erhält  man  den  Satz: 

I.  Jede  rationale  gebrochene  Funktion  von  z  kann  als  Quotient 
zweier  rationalen  ganzen  Funktionen  ohne  gemeinsame  NuUstellen^  dar- 
gestellt werden : 

j>  ,  s  __  g(^)   _    gp^"  +  o,x"~'  -i-  •  •  -r  o„-i  X.  -f  o„ 

'  ^  ^  '  ~   h{%)  ~   b^x'"  +  by  *'"-•  -}-..  +  fc,„_,  %  +  /'„,  " 

II.  Die  größere  der  bndtn  Gradzahlen  tw,  n.  und.  wenn  sie  ein- 
ander gleich  sind,  ihren  gemeinschaftlichen  II  crt,  nennt  man  dann  den 
Grad  der  rationalen  Funktion  r{z). 

In  einem  Punkte  z^,  in  welchem  g[z)  und  h[z)  von  Null  ver- 
schieden   sind,    hat  r[z)  einen   bestimmten   endlichen   von  Null   ver- 

'  Dieser  Zusatz  ist  erforderlich,  weil  beim  Übergang  von  ./  zu  f  (^Glei- 
chung (4))  mit  %"  zu  multiplizieren  ist. 

^  Vgl.  nächste  Seite,  wo  gezeigt  wird,  wie  etwaige  grmoinsauie  Teiler 
des  Zählers  und  Nenners  weggeschafft  werden  können. 
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scliiedenen  Wert.  In  einem  Punkte  Zj,  in  welchem  h(z)  von  Null 
verschieden,  f/{z)  =  0  ist,  ist  auch  r{z)  =  0;  und  wenn  z^  in  diesem 
Falle  j'-facher  Nullpunkt  von  ^[z)  ist,  so  sagen  wir  auch,  z^  sei 
;'-facher  Nullpunkt  von  r  (z).  In  einem  Punkte,  in  welchem  (/(z) 
von  Null  verschieden,  h  {:)  =  0  ist,  ist  r  [z]  =  oc  im  Sinne  des  §  1 2. 
Hier  definieren  wir: 

III.  J^in  Punkt  Zj,  welcher  v  facher  Nullpunkt  von  h[z)  und  nicht 
zugleich  Nullpunkt  von  g[z)  ist,  heißt  v-facher  Unendlichkeitspunht 
[v- facher  Pol)  von  r{z). 

Zuweilen  ist  es  bequem,  statt  der  in  (II)  und  iIII)  definierten 
Ausdrucksweisen  die  folgende  zu  gebrauchen: 

IV.  Jlcnn  r[z)  auf  die  Form  gebracht  vierdea  kann: 
2)  r[z)  =  {z-'z,Yr,{z), 

in  loelcher  ?•,  eine  Funktion  bedeutet,  die  für  z  =  -^  endlich  und  von 
Null  verschieden  ist,  so  heißt  v  die  Ordnungszahl  von  r{z)  im  Punkte  Zj. 

In  einem  Pole  ist  demnach  die  Ordnungszahl  negativ,  in  einem 
Nullpunkte  positiv;  ist  die  Funktion  in  einem  Punkt  endlich  und 
von  Null  verschieden,  so  ist  ihre  Ordnungszahl  in  diesem  Punkte  0. 

Endlich  haben  wir  noch  den  Fall  zu  berücksichtigen,  daB 
Zähler  und  Nenner  gemeinschaftliche  Nullpunkte  besitzen.  In  einem 
solchen  Punkte  ist  der  Wert  der  rationalen  Funktion  vollständig  un- 
bestimmt (§  12).  Wir  können  aber  (durch  rationale  Operationen) 
den  größten  geraeinsamen  Teiler  k[z)  des  Zählers  und  Nenners 
bestimmen  und  damit  r[z)  auf  die  Form  bringen: 

^^  '^'^-    lciz)hA^)' 

in  welcher  //j,  h-^  rationale  ganze  Funktionen  bedeuten,  die  keinen 
gemeinsamen  Teiler,  also  (A.  A.  §  47)  auch  keinen  gemeinsamen 
Nullpunkt  mehr  haben.     Setzen  wir  dann: 

4)  frJI  =  '•■«• 

so    besteht   für    alle    von   den  Nullpunkten    von    k{z)    verschiedenen 

Punkte  die  Gleichung: 

5)  r{z)=r,{z). 

Nun  hindeit  uns  nichts,  durch  Definition  festzusetzen: 

V.  Auch  in  den  Nullpunkten  von  k  (z)  soll  der  Funktion  r  (z)  der 
Tf^ert  von  r^{z)  zugeschrieben  loerden. 

Trifi't  man  diese  Festsetzung,  so  gilt  der  Satz: 

VI.  Die  Ordnungszahl  {IV)  einer  rational  gebrochenen  Funktion  ist 
in  jedem  Punkt  gleich-  der  Differenz  der  Ordnungszahlen  von  Zähler 
und  Nenner  in  diesem  Punkt. 
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Aus  §  19,  II  folgt  noch: 

VII,  Eine  rationale  gebrochene  Funktion  nimmt  keinen  II  ert  Öfter 
an,  als  ihr   Grad  angibt. 

Um  die  rationale  Funktion  f{z)  auch  für  z  =  or  zu  untersuchen, 
setzen  wir 

6)  2'  =  — ,  also  z  =    r , 

und 

die  rationale  Funktion  rp  {z')  können  wir  nach  §  20,  I  als  Quotienten 
zweier  rationalen  ganzen  Funktionen  darstellen.   Dann  definieren  wir: 

VIII.  Unter   dtm    U  ert   der   raiionahn   Funktion  f\z)   für  z  =  OC 
!ioU  der  If'ert  der  Funktion  filjz')  =  (p[z')  für  z   ■=■  0  verstanden  xoerden. 

Tun  wir  das,  so  erhalten  wir  folgende  Resultate: 
Ist  der  Zähler  einer  rationalen  Funktion: 

^) 

von  höherem  Grade  als  der  Nenner  («  >  m\  so  wird: 

9)  ^(^')=  «'.^'"  +  ••+«0 


r'  =  0  ist  ein  {n  —  ?n)-facher  Pol  von  (p[z')\  es  wird  also  nach  Deti- 
nition  VIII  /"(oo)  =  oc,  und  wir  sagen,  z  =  co  sei  ein  (n  —  ?n)-facher 
Pol  von  f{z). 

Ist  m  =  n,  so  wird: 

10)  <p{z')^  «„.'"+..+«„ 


also  /"(oc)  =  ^(0)  =  a^lh^  endlich  und  von  Null  verschieden. 
Ist  drittens  m  >  n,  so  wird: 

also  /"(oo)  =  qp(0)  =  0;  und  da  hier  z'  =  U  (m  —  7/)-facher  Nullpunkt 
von  rf{z')  ist,  so  sagen  wir  auch,  z'  =  oc  sei  {m  —  n)  faciier  Null- 
punkt von  f{z). 

Indem    wir    die    Definition    der    Ordnungs,5ahl    einer    Funktion 
(§  20,  IV)  auf  z  =  er    ausdehnen,   finden  wir  in   allen  drei  Fällen: 

IX.  Uif    rationale  Funktion   {3]   hat   in   z  =  00    dir   Ordnungszahl 
m  —  71 ; 

und  damit  noch  (wenn  wir  den  Fundamentalsatz  der  Algebr' 
(§§  44,  46)  schon  als  bewiesen  voraussetzen): 

X.  iJie   Summe    der    sämtli'hen  Ordnungszahlen    einer    rationalen 
Funktion  ist  stets  gleich   Aldi. 
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§  21.    Die  Funktion  w  =  ^(z  +  z-^). 

Als  erstes  Beispiel  einer  rationalen  gebrochenen  Funktion  wollen 
wir  die  Funktion 

behandeln.  Sie  ist  vom  zweiten  Grad,  nimmt  also  jeden  Wert  in 
zwei  und  nur  zwei  Punkten  der  Ebene  an.  Die  Beziehung  zwischen 
je  zwei  Punkten,  in  denen  w  denselben  Wert  annimmt,  können  wir 
hier  —  wie  überhaupt  bei  jeder  Funktion  zweiten  Grades  —  leicht 
angeben;  soll 

sein,  so  muß,  wie  eine  einfache  Rechnung  lehrt,  entweder  z  =  z 
oder  z  =  z~"^  sein.  Die  Funktion  ic  gestattet  also  die  lineara  Trans- 
formation in  sich: 

.    sie  ist  eine  automorphe  Funktion. 

Wir  können  diese  Transformation  in  sich  nach  Anleitung  von 
§  14  auf  eine  Normalform  bringen;  wir  brauchen  dazu  nur  in  den 
dortigen  Formeln: 

a  =  </  =  0,  Z»  =  c  =  l 

zu  setzen.  Die  Gleichung  (12)  von  §  14  reduziert  sich  dann  auf 
4)  ,2  _  1  =  0, 

ihre  Wurzeln  sind  +  1,  für  den  Multiplikator  x  ergibt  sich  der 
Wert  —  1,  und  wir  können  die  Transformation  (3)  in  der  Normal- 
form schreiben: 

Das  veranlaßt  uns,  eine  Hilfsveränderliche  Z  durch  die  Gleichungen 

einzuführen;  es  wird  dann: 

-,  ,  ,1  +  Z         l  -  Z  \         1  +  Z' 


i  -  z   '    i  +  z  I      \  -  z- 
und  umgekehrt: 

8)  Z^  =  "^  . 
Setzen  wir  noch: 

9) =  fr  ,  w  = 


u-  +  l  '  1  -   W 

so  erhalten  wir: 

10)  TF=Z^. 

BurkhaRdt,  Funktionen.    1.  2.   Fünfte  Aufl. 
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Die  Beziehung  [1)  zwischen  ic   und  z   kann  also  ersetzt  tcerden  durch    Jj 
die    drei   einfachere?!    Beziehungen    (0),    {10),    iO),   die    sämtlich   zu   den 
bereits  von  uns  untersuchten  gehören. 

Da    alle    diese  Abbildungen    im   allgemeinen  konform  sind,  so 

folgt  ferner: 

Durch    die    Beziehung    [1)    wird    die    z- Ebene    konform    auf  die 
w-Ebene  abgebildet,  einzelne  Funkte  ausgenommen. 

Wir   werden    von    der   durch    unsere  Funktion  w   vermittelten 
konformen  Abbildung  am  einfachsten  eine  Vorstellung  erhalten,  wenn 
wir  von  der  durch  die  Gleichung  (10)  definierten  Beziehung  zwischen 
der  Z-  und   //-Ebene  ausgehen  und  diese  dann  einerseits  mit  Hilfe 
der    Gleichungen    (6)    in    die    r-Ebene,    andererseits    mit   Hilfe    der 
Gleichungen  (9)   in    die  ?f'-Ebene    übertragen.     Wir   haben   in  §  17 
gesehen,   daß    wir   die    beiden  durch    die   Achse   der  reellen  Z  ge- 
trennten Halbebenen  als  Fundamentalbereiche  der  B'unktion  W=Z^  ' 
ansehen   können;  jeder   dieser  Bereiche   wird  durch  diese  Funktion  ' 
auf  die  ganze   /^-Ebene  abgebildet.     Teilen  wir  diese  letztere  auch 
noch   durch   die  Achse   der  reellen  W  in  zwei  Halbebenen,  so  ent- 
spricht der  positiven  von  ihnen  der  erste  und  dritte,  der  negativen 
der  zweite  und  vierte  Quadrant  der  ^- Ebene. 

Andererseits  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (6)  auf  Grund 
von  §  15,  daß  reellen  Z  auch  reelle  z,  rein  imaginären  Z  Werte 
z  vom  absoluten  Betrag  1  entsprechen;  und  aus  den  Gleichungen  (9), 
daß  der  Achse  der  reellen  //'  die  Achse  der  reellen  w  entspricht 
Die  daraus  folgende  gegenseitige  Beziehung  der  vier  Ebenen  auf- 
einander ist  in  den  folgenden  Figuren  in  der  Weise  dargestellt,  daß 

Z-Ehme  W-Ebene 


>> 


X- Ebene 


A   r 


ß    D 
A  c 


ir- Ebene 

J    C 


B  1> 
b  d 


Fig.  13a~d. 

jede  der  Ebenen  durch  die  genannten  Linien  in  eine  Anzahl  Gebiete 
geteilt  und  dann  immer  diejenigen  Gebiete,  die  einander  entsprechen, 
mit  demselben  Buchstaben  bezeichnet  sind.  Dabei  mußten  natürlich 
die  Gebiete  der  H^-  und  der  jc-Ebene  je  zwei  Buchstaben  erhalten, 
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indem  ja  jedes  dieser  Gebiete  zwei  verschiedenen  Gebieten  der  z- 
uud  der  ^-Ebene  entspricht. 

Wollen  wir  die  Abbildung  noch  mehr  ins  einzelne  verfolgen, 
so  können  wir  auch  noch  zu  weiteren  Linien  der  z-Ebene  auf  Grund 
der  früheren  Sätze  nacheinander  ihre  Bilder  in  der  Z-,  der  //'-, 
endlich  der  ?t'-Ebene  aufsuchen.  So  entspricht  z.  B.  der  Achse  der 
rein  imaginären  z  der  Einheitskreis  der  ^-Ebene,  diesem  der  Einheits- 
kreis der  //'-Ebene,  diesem  die  Achse  der  rein  imaginären  w.  Damit 
ist  schon  jedes  der  vorhin  genannten  Geb:ete  wieder  in  zwei  ünter- 
gebiete  geteilt,  die  sich  einzeln  entsprechen  müssea.  Um  die  gegen- 
seitige Zuordnung  genauer  zu  verfolgen,  brauchen  wir  nur  darauf  zu 
achten,  wie  ein  bestimmter  Durchlaufungssinn  der  einen  Linie  einem 
bestimmten  Sinn  der  andern  zugeordnet  ist,  und  dann  zu  berück- 
sichtigen, daß  bei  unseren  Abbildungen  der  Sinn  der  Winkel  un- 
geändert  bleibt,  daß  also  einem  Gebiet,  das  links  von  einer  in 
bestimmtem  Sinn  durchlaufenen  Linie  liegt,  ein  Gebiet  entsprechen 
muß,  das  links  von  der  in  entsprechendem  Sinn  durchlaufenen  ent- 
x-Ebc7ie  Z- Ebene 
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sprechenden  Linie  liegt.  Ist  so  für  ein  Paar  von  Teilgebieten  die 
Zuordnung  gefunden,  ßo  bleibt  für  die  folgenden  keine  Wahl  mehr, 
wenn  man  nur  beachtet,  daß  benachbarten  Gebieten  auch  wieder 
benachbarte  entsprechen  müssen.    Hat  man  für  alle  Gebiete  bis  auf 


68  II.  Rationale  Punktionen  einer  komplexen  Veränderlichen. 

das  letzte  die  Zuordnung  bestimmt,  so  ergibt  sich  noch  eine  Kon- 
trolle dadurch,  daß  das  letzte  wieder  an  ein  früheres  angrenzen 
muß.     Damit  werden  die  vorstehenden  Figuren  erhalten. 

Wollen  wir  noch  mehr  ins  einzelne  gehen,  so  wählen  wir  in 
der  einen  Ebene  ein  bestimmtes  Kurvensystem,  von  dem  durch  jeden 
Punkt  der  Ebene  eine  Kurve  hindurchgeht,  und  sehen  zu,  welches 
Kurvensj'stem  der  andern  Ebene  ihm  entspricht.  Wir  mögen  etwa 
in  der  r-Ebene  die  Geraden  durch  den  Nullpunkt  und  zugleich 
auch  die  zu  ihnen  rechtwinkligen  Kreise  um  den  Nullpunkt  ins 
Auge  fassen.  Dabei  wird  sich  die  Rechnung  am  einfachsten  gestalten, 
wenn  wir  in  der  r-Ebene  Polarkoordinaten,  in  der  »i'-Ebene  aber 
kartesische  Koordinaten  benutzen.    Wir  setzen  demgemäß  einerseits: 

11)  z  =  7*  (cos  (f  +  2  sin  cf,) ,       z~'^  =  r~^  (cos  (f  —  i  sin  (f) , 
andererseits : 

12)  IV  =  ?/.  -{-  iv 
und  erhalten  damit: 

13)  "  =  i  ('■  +  '"""^l  cos  rf  ,       V  =  4  [r  —  r~'^)  sin  ff  . 

Geben  wir  in  diesen  Gleichungen  rp  einen  konstanten  Wert  und 
lassen  r  alle  Werte  von  0  bis  <x  durchlaufen,  so  geben  sie  uns  die 
Parameterdarstellung  derjenigen  Linie  der  ?o-Ebene,  die  der  Halb- 
geraden vom  Arcus  (f  durch  den  Nullpunkt  der  z-Ebene  entspricht. 
Die  Gleichung  dieser  Linie  erhalten  wir,  wenn  wir  den  veränder- 
lichen Parameter  ;•  eliminieren,  was  durch  Quadrieren  und  Subtra- 
hieren geschehen  kann;  wir  finden: 

14)  -^ ^— =  1. 

'  cos*  (p         sin^  cp 

Das  ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  die  die  ?<-Achse  zur  Hauptachse 
und  die  u-Achse  zur  Querachse  bat;  und  zwar  liegen  ihre  Brenn- 
punkte, wie  die  Rechnung  zeigt,  in  den  beiden  Punkten  +  1  und  —  1.^ 
Geben  wir  aber  in  den  Gleichungen  (13)  r  einen  konstanten 
^S'eri  und  lassen  (f  alle  Werte  von  0  bis  2  ;r  durchlaufen,  so  geben 
sie  uns  die  Parameterdarstellung  derjenigen  Linie  der  »--Ebene,  die 
dem  Kreis  vom  Radius  r  um  den  Nullpunkt  der  z-Ebene  entspricht. 
Durch  Elimination  von  (f   erhalten  wir  die  Gleichung  dieser  Linie; 

1  p-v  4  7t^  4  p-        _  . 

'  (r  +  r- ')2  "^  (r  -r-')«  "      ' 

Das  ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  die  mit  der  Hyperbel  (14)  den 
Mittelpunkt,  die  Achsenrichtuugen  und  die  Brennpunkte  gemein  hat. 

'  Der  gegebenen  Halbgeraden  entspricht  ein  Ast  der  Hyperbel  (vgl. 
Fig.  4  a,  d}\  der  zweite  Ast  entspricht  der  anderen  Halbgeraden,  deren  Arcus 
(p  +  n  ist. 
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Ellipsen  und  Hyperbeln  mit  denselben  Brennpunkten  nennt  man 
konfokal  (vgl.  §  17,  VIII);  wir  können  also  sagen: 

Den  Kreisen  um  den  Nullpunkt  und  den  Geraden  durch  den 
Nullpunkt  der  z-Ebene  entsprechen  in 'der  w-Ebene  kon fokale  Ellipsen 
U7id  Hyperbeln ,   mit  den  Brennpunkten  in  den  Punkten   -\- 1  und  —  /. 

Die  reelle  Halbachse  der  Hyperbel  (14)  hat  die  Lange 
16)  I  cos  (f    ., 

lassen  wir  (f  von  0  bis  >t  wachsen,  so  nimmt  sie  zuerst  von  1  bis  0 
ab  und  wächst  dann  wieder  von  0  bis  1.  Jede  unserer  Hyperbeln 
entspricht  also  zwei  verschiedenen  Geraden  der  z-Ebene,  die  sym- 
metrisch zur  ?/-Achse  liegen. 

Die  große  Halbachse  der  Ellipse  (15)  hat  die  Länge 

17)  H^ +  '•"'); 

jeder  unserer  Ellipsen  entsprechen  also  zwei  verschiedene  Kreise 
der  c-Ebene,  deren  Eadien  reziproke  Werte  haben. 

Für  r  =  1  wird  u  =  0.  Daraus  ist  aber  nicht  etwa  zu  schließen, 
daß  dem  Einheitskreis  der  r-Ebene  die  ganze  Achse  der  reellen  w 
entspricht;  sondern  aus  der  ersten  Gleichung  (13)  geht  hervor,  daß 
zu  7-  =  1  nur  solche  AVerte  von  u  gehören,  die  absolut  genommen 
nicht  größer  als  1  sind.  Dem  Einheitskreis  der  2-Ebene  entspricht 
also  die  doppelt  überdeckte  Strecke  zwischen  den  gemeinsamen 
Brennpunkten  unserer  Ellipsen  und  Hyperbeln;  sie  kann  als  eine 
ausgeartete  Ellipse  angesehen  werden. 

Auch  für  y  =  0  wird  w  =  0;  die  zugehörigen  Werte  von  u  sind 
positiv  und  mindestens  gleich  1,  wie  die  Diskussion  der  reellen 
Funktion  u  =  \[r  -{-  ?~^)  der  reellen  positiven  Veränderlichen  r 
lehrt.  Der  Halbachse  der  positiv  reellen  z  entspricht  also  zweimal 
derjenige  Teil  der  Halbachse  der  positiv  reellen  w,  der  vom  Punkte 
?ü  =  1  aus  sich  ins  Unendliche  erstreckt.  Ebenso  entspricht  der 
Halbachse  der  negativ  reellen  z  [rf  —  %)  zweimal  dasjenige  Stück 
der  Halbachse  der  negativ  reellen  w,  das  vom  Punkte  ic  =  ~  \  aus 
sich  ins  Unendliche  erstreckt.  Diese  beiden  doppelt  zu  zählenden 
Stücke  der  Achse  der  reellen  w  zusammen  können  als  eine  aus- 
geartete Hyperbel  angesehen  werden. 

Für  (f  =  +  '^  wird  u  =  Q\  v  durchläuft  alle  reellen  Werte  von 

—  oc  bis  -f  oc  (bzw.  von  +  oc  bis  —  jc),  wenn  r  die  reellen  posi- 
tiven Werte  von  0  bis  -f  oc  durchläuft:  den  beiden  Halbachsen 
der  positiv  und  der  negativ  imaginären  z  entspricht  die  Achse  der 
imaginären  ?r;  auch  sie  kann  als  eine  ausgeartete  Hyperbel  an- 
gesehen werden. 
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Aus  der  Konformität  unserer  Abbildung  geht  hervor,  daß  sich 
die  Ellipsen' (15)  und  die  Hyperbeln  (14)  überall  unter  demselben 
Winkel  schneiden,  ¥de  die  entsprechenden  Kreise  und  Geraden  der 
r-Ebene.  d.  h.  unter  einem  rechten  Winkel.  Damit  haben  wir  einen 
Beweis  für  den  geometrischen  Satz,  daß  sich  eine  Ellipse  und  eine 
Hyperbel,  die  die  beiden  Brennpunkte  gemeinsam  haben,  unter 
rechten  Winkeln  schneiden. 

In  den  Punkten  z  =±\,  denen  die  Punkte  w  ^±\  ent- 
sprechen, ist  die  Konformität  der  Abbildung  unterbrochen:  einem 
Winkel  :t  der  z-Ebene  entspricht  hier  ein  Winkel  2  7t  der  w-Ebene. 

§  22.   Ein  etwas  komplizierteres  Beispiel  einer  automorphen 
rationalen  Funktion. 

Was  unter  einer  automorphen  Funktion  zu  verstehen  ist,  haben 
wir  bereits  §  17,  IV  definiert.  Soll  sie  zugleich  eine  rationale  sein,  so 
darf  die  Gruppe  ihrer  Transformationen  in  sich  (§  18,  VI)  nur  aus  einer 
endlichen  Anzahl  von  Transformationen  bestehen  (wegen  §20.  VII). 

Wir  definieren  zunächst: 

I.  Eine  Gruppe ^  die  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Trans- 
formationen besteht,  nennt  man  eine  endliche  diskrete^  Gruppe. 

Sei  z'=/.{z]  eine   der  Transformationen   einer  solchen  Gruppe: 
dann    gehören  nach  §  18,  V   auch  die   durch   Wiederholung   dieser 
Transformation  entstehenden  Transformationen 
1  >  >.'  (z)  =  /.  [Ä  {z)-] ,     A3  (z)  ^  l  [)?  [z)-\ ,.... 

zu  der  Gruppe.    Soll  diese  eine  endliche  diskrete  sein,  so  können  die 
Transformationen  (1)  nicht  alle  voneinander  verschieden  sein;  sei  etwa: 

/"+'■■  (z)  =  A''(^-), 
oder  was  dasselbe  ist 

A"[A'-(r)]  =  //(z), 

so  führen  wir  eine  neue  Variable  Z  ein  durch  die  Gleichung 

X^{z)  =  Z. 
Ist  /.(r)  eine  lineare  Transformation,  so  ist  nach  §  14,  VI  auch  /.'•  (r) 
eine  solche;  dann  gehört  zu  jedem  Wert  von  Z  ein  Wert  von  z  und 
es  folgt,  daß  auch  die  entstehende  Gleichung 

X"{Z)  =  Z 
für    alle   Werte   von  Z  gelten   muß;   m.  a.  W.  wir  haben   den  Satz: 

1  Der  Zusatz  ..diskrete"  ist  erforderlich,  weil  man  auch  von  ..endlicheu 
kuutinnierlichen"  Gruppen  spricht,  wo  dann  das  Wort  „endlich''  sich  nicht 
auf  die  Anzahl  der  Transformationen  bezieht. 
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II.  Jede  Transformation  einer  endlichen  diskreten  Grvppe  linearer 
Transformationen  /tat  die  Eigenschaft,  daß  sie  nach  einer  endlichen 
Anzahl  von.    tHederholungcn  zum   Ausgaiiffswert  znrüchfiihrt. 

Ist  z.  B.   (vgl.  §  15  1 14)) 

A(z)=  1  -r, 
SO  folgt: 

/2(-)=  l  -Ä(2)  =  1  -(1  -z)  =  r: 

hier  ist  also  n  =  2.     Ist  aber  (vgl,  §  15  (15)): 

l  [z)  =  ^—^ , 
SO  folgt: 

/2  ,  -\  ^     '■  (-)  -  ^    =    U  -   1)  -  -     ^       J^ 

^"''        ;.(o  X  -  \  \  -  X  ' 

dann : 

;  3  ^.N  _     ^'(2)-   1     _    1   -  (1  -^)    _    .  . 

'■  ^^'      '   ):'{K)      ~         1  ~~  -' 

hier  ist  also  n  —  3. 

Schreiben   wir  die   gefundene  Gleichung  in   einer  der  Formen: 

/«- 1  [A  (2)]  =  z      oder      l  [A"-  ^  (2)]  =  2 , 

so  zeigt  sie  noch: 

IIa.  In  einer  endlichen  diskreten  Gruppe  linearer  Transformationen 
ist  zu  jeder  ihrer  Transformationen  z  =  /.  (2)  eine  andere  z"  =  \x  [z] 
von  der  Eigenschaft  enthalten,  daß: 

2)  |tt[^'-('^)]  =  ^      ^'^^      ^' [1"  (■2^)]  =  -2^ 

i'^Y,  oder  anders  ausgedrückt,  daß  die  Gleichung  2  =  (i[z')  die  Auflösung 
von  z   =  /.  (2)  nach  z  ist.     Man  nennt  1.1  die  zu  ?.  inverse  Transformation 
und  bezeichnet  sie  mit  ?.~^. 
Seien  nun: 

3)  h{^)  =  z,       X^{z),       K{z),       .  .  .,       ;..v-i(^) 

die  X  voneinander  verschiedenen  linearen  Transformationen  einer 
endlichen  diskreten  Gruppe.  Es  sei  dann  /.,.  (2)  irgend  eine  von 
ihnen,  so  sind  die  N  Werte 

J)  /-oL^J^)]^     >^dKi^)']'     ••-     ^--v-i[^.W] 

eben  wegen  der  Gruppeneigenschaft  sämtlich  unter  den  N  Werten  (8) 
enthalten.  Andererseits  sind  sie  aber  alle  voneinander  verschieden. 
Denn  wäre  z.  B.  Aj[A^(2)]  =  A2[^'i(^)]'  ^^  müßte  diese  Gleichung  auch 
bestehen  bleiben,    wenn    wir  an   Stelle  von  2   den  Wert  (Xj^{z]  sub- 
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stituierten,    unter   (.i,.  die   zu  A,.  inverse  Transformation  verstanden. 
Aus  der  so  entstehenden  Gleichung: 

würde  folgen: 

da  nach  der  Definition  der  zu  einer  gegebenen  iuversen  Trans- 
formation /L,.  [jU;^(2r)]  =  z  ist.  Das  würde  aber  mit  der  Voraussetzung 
in  Widerspruch  stehen,  daß  die  N  Transformationen  (3)  alle  von- 
einander verschieden  sein  sollten.  Also  müssen  auch  die  -iV  Werte  (4i 
alle  voneinander  verschieden  sein;  und  da  sie,  wie  schon  gezeigt, 
alle  unter  den  N  Werten  (3)  enthalten  sind,  so  können  sie  sich 
von  diesen  iV"  Werten  nur  durch  die  Reihenfolge  unterscheiden. 
Bilden  wir  nun  irgend  eine  rationale  symmetriscJie  Funktion  der 
iV  Werte  (3),  z.  B.  die  Summe  ^i\{z)  oder  das  Produkt  n,li[z),  und 
üben  auf  sie  eine  Transformation  der  Gruppe  (3)  aus,  d.  h.  ersetzen 
wir  in  ihr  z  durch  lp[z),  so  geht  sie  über  in  die  entsprechende 
Funktion  der  3'  Werte  (4).  Da  aber  diese  A  Werte,  wie  bewiesen, 
von  den  N  Werten  (3)  nur  durch  die  Reihenfolge  verschieden  sind, 
und  da  die  Funktion  eine  symmetrische  sein  sollte,  so  folgt,  daß 
sie  sich  bei  dieser  Transformation  gar  nicht  ändert,  und  da  das 
gleiche  für  jede  Transformation  der  Gruppe  gilt,  so  folgt,  daß  sie 
eine  zu  der  Gruppe  gehörende  automorphe  Funktion  ist.  Damit 
haben  wir  den  Satz  bewiesen: 

111.  Jede  symmetrische  Funktion  der  N  Werte  [3]  ist  eine  zu  der 
Gruppe  [3)  gehörende  automorphe  Funktion,  sofern  sie  sich  nicht  auf 
eine  Konstante  reduziert.  Letzteres  kann  zwar  sehr  wohl  bei  gewissen 
symmetrischen  Funktionen  eintreten,  aber  nicht  gleichzeitig  bei  allen 
(da  sonst  die  Werte  (3)  selbst  konstant  sein  müßten).  Es  gehören  also 
zu  jeder  endlichen  diskreten  Gruppe  linearer  Transformationen  wirklich 
automorphe  rationale  Funktionen. 

Zu  besonders  einfachen  solchen  Funktionen  gelangen  wir  durch 
folgende  Überlegung:  Sei  z^  ein  Fixpunkt  einer  oder  mehrerer  {k) 
der  Transformationen  (3),  sei  also  etwa: 

5)  ^0  =  '^o  (^0^  =  ^1  (^-o)  =  ^-2(2^0)  =  •  •  •  =  K-^  (^0) ; 

dann  folgt: 

5')  A,  (z,)  =  K  \.K  (^0)]  =  --=K  [K-,  i^'o)]  • 

Da  /,,,  A^Aj,  .  .  .,  /v^v-i  selbst  zu  den  Transformationen  der  Gruppe 
gehören,  so  sagen  diese  Gleichungen  aus:  die  Punkte,  in  die  r, 
durch  die  Transformationen  der  Gruppe  übergeführt  wird,  fallen  zu 
je  h  zusammen  (woraus  nebenbei  hervorgeht,   daß   k  ein  Teiler  von 
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N  sein  muß).  Ist  nun  rf  (z)  eine  lineare  Funktion  von  z,  die  z^  zum 
Nullpunkt  hat,  so  bat  7  [^^(z)]  den  Punkt  ?^^~^{z^)  zum  Nullpunkt; 
da  nach  (11)  die  Gesamtheit  der  zu  den  Transformationen  unserer 
Gruppe  inversen  Transformationen  mit  dieser  Gruppe  selbst  identisch 
ist,  so  folgt:  die  Nullpunkte  von: 

fallen  zu  je  k  zusammen,  der  Zähler  dieser  Funktion  ist  die  k' 
Potenz  einer  ganzen  Funktion  vom  Grade  A^jL'^  Bestimmen  wir 
(p{2)  auch  noch  so,  daß  auch  sein  Pol  in  einen  (von  z^  und  seinen 
Transfoi-mierten  verschiedenen)  Fixpunkt  einer  der  Substitutionen  (1) 
hineinfällt,  so  wird  auch  der  Nenner  des  Produkts  eine  Potenz  einer 
ganzen  Funktion. 

Wenden  v;ir  dies  nun  auf  den  speziellen  Fall  der  Gruppe  von 
6  Transformationen  an,  welche  die  6  Werte  des  Doppelverhältnisses 
von  4  Punkten  untereinander  permutiert.  Es  sind  dies  die  Sub- 
stitutionen 

z'  =  Z  Z    =  Z~^  r'  =    1    —   ^ 

z'  =  ^  ,      .-'  =  -4- ,      z  =  ^    (§  15  (12)  bis  (17))  . 

Die  Substitution  z  =  --  hat  einen  Fixpunkt  in  z^  =  —  1 ,  die  Sub- 
stitution z'  =  1  —  z  einen  im  Unendlichen.  Eine  lineare  Funktion, 
die  den  ersteren  zum  Nullpunkt,  den  letzteren  zum  Pol  hat,  ist 
r  +  1 ,  sie  wird  durch  die  Substitutionen  (6)  der  Gruppe  über- 
geführt in: 

7)      z  +  1-        ^-^■,        ? 


Das  Produkt  aller  6  Werte: 

8)  F{z)  =  - 


^; 

2x, 

- 

1 

z 

5 

(^ 

^3  _ 

3i'^ 

_ 

3x 

\    -  X 


X  {x  -  1)~ 


ist  demnach  eine  Funktion  des  Doppelverhältnisses  z  von  4  Puulden, 
welche  vngeändeit  bleibt,  wenn  man  die  4  Funkte  irgendwie  vertauscht. 
Wollen  wir  nun  für  diese  Funktion  einen  Fundamentalbereich 
konstruieren,  so  können  wir  zunächst  die  Linien  aufsuchen,  längs 
welcher  F{z)  reell  ist.  Zu  diesen  gehört  vor  allem  die  Achse  der 
reellen  z  selbst;  außerdem  aber  noch  diejenigen  Linien,  längs  welcher 


1  Wir  lassen  den  Fall  zunächst  beiseite,  daß  einer  der  Punkte  A,. (Xp) 
ins  Unendliche  fällt;  es  würde  dann  Graderniedrigung  eintreten.  Vgl.  das 
folgende  Beispiel. 
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zwei   und    folglich   je    zwei    der  Faktoren  (7)  zueinander  konjugiert 
komplex  sind.     Nan  ist  2  -f  1  konjugiert 

zu  2  —  z  längs  der  Linie  .r  =  i ; 
zu  — ^ — -  längs  des  Einheitskreises; 

X 
On,    1 

ZU  . längs   des  Kreises  von  Mittelpunkt  1  und  Eadius  1 :    zu 

jedem  der  beiden  noch  übrigen  Faktoren  dagegen  nur  in  einzelnen 
Punkten.  Aber  die  drei  genannten  Linien,  zusammen  mit  der  Achse 
der  reellen  z  teilen  die  r- Ebene  gerade  schon  in  12  Bereiche 
6j,  b„,  .  .  .  bj2 ;  aus  je  zwei  aneinanderstoßenden  solcher  Bereiche 
erhalten  wir  6  Bereiche  ^j,  ^ög,  .  .  .  58g,  die  durch  die  Transforma- 
tionen (6)  nur  untereinander  permutiert  werden ;  da  die  Funktion  ic 
keinen  Wert  öfter  als  sechsmal  annehmen  kann,  so  haben  wir  in 
^Sj,  ®2'  •  ••  ^6  (^^S-  1^)  bereits  die  vollständige  Einteilung  der 
r-Ebene  in  Fundamentalbereiche  der  automorphen  Funktion  ir  =  F{z) 
vor  uns,  die,  wie  aus  späteren  Sätzen  (§  38;  §  46)  hervorgehen  wird,  in 
jedem  solchen  Bereich  jeden  komplexen  Wert  einmal  und  nur  einmal 
annimmt  (beipassender  Zurechnungder  Ränder). 
Den  12  Bereichen  bj.  bg,  .  .  .  bj2  der  Fig.  14 
entspricht  immer  abwechselnd  die  obere  und 
untere  Halbebene  der  ic  und  zwar  den  schraf- 
fierten die  untere,  den  nicht  schraffierten  die 
p-     j4  obere:    umfährt    man    nämlich    jeden    dieser 

12  Bereiche  im  positiven  Sinn,  d.  h.  so,  daß 
er  zur  Linken  bleibt,  so  nehmen  die  reellen  ßandwerte  «•  bei  den 
schraffierten  Bereichen  stets  ab,  bei  den  nicht  schraffierten  stets  zu 
(abgesehen  von  dem  Sprung  von  —  zn  nach  +  :r  oder  umgekehrt, 
den  w  beim  Durchgang  durch  j^  macht). 

Die  Figur  14  nimmt  eine  besonders  übersichtliche  Gestalt  an, 
wenn  man  sie  stereographisch  so  auf  eine  die  Ebene  im  Nullpunkt 
berührende  Kugel  aus  dem  diesem  Berührungspunkt  diametral  gegen- 
überliegenden Kugelpunkt  überträgt,  daß  die  Schnittpunkte  der 
beiden  Kreise  in  zwei  diametral  gegenüberliegende  Punkte  der  Kugel 
fallen,  was  man  ofi'enbar  durch  Wahl  des  Kugelradius  leicht  er- 
reichen kann.  '  Nimmt  man  diese  Punkte  zu  Polen  eines  sphärischen 
Koordinatensystems,  so  geben  die  beiden  Kreise  und  ibre  gemein- 
same Sehne  drei  Meridiane  der  Kugel,  und  da  bei  der  Übertragung 
die  Winkel  erhalten  bleiben  (vgl.  §  13),  so  schneiden  sich  diese  drei 
Meridiane  unter  gleichen  Winkeln.    Das  Bild  der  Achse  der  reellen 
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Zahlen    fällt   in    den    Äquator   der   Kugel.      Die  zwölf  Teilbereiche 
werden  untereinander  kongruent. 

Weiter  eindringende  Untersuchungen  über  die  endlichen  dis- 
kreten Gruppen  linearer  Substitutionen  würden  den  Rahmen  dieses 
Buches  überschreiten.  ^ 


§  22a.   Beispiel  einer  rationalen  ganzen  Funktion,  die  nicht 
automorph  ist. 

Als  Beispiel  einer  einfachen  rationalen  ganzen  Funktion,  die 
bei  keiner  linearen  Transformation,  außer  der  identischen,^  in  sich 
übergeht,  möge  noch  die  folgende  hier  behandelt  werden: 

1)  IV  =  z^  -'6z  =  z{z-  ys")  [z  +  ys") . 

Wir  zerlegen  sowohl  die  unabhängige  Veränderliche,  als  auch  die 
Funktion  in  reellen  und  imaginären  Teil: 

z  =  X  -\-  i y  ,       .   20  =  7(,  -{-  iv; 
wir  erhalten  dann: 

u  =  x^  —  3.r  ?/-  —  3x  =  x{x'^  —  3?/-  —  'S), 
V  =  dx^ij  -  f  -  Sij  =  7j{3x-  -if  -  3). 
Lassen  wir  nun  zunächst  z  die  Achse  der  reellen  Zahlen  durch- 
laufen, d.  h.  setzen  wir  ij  =  0  und  legen  x  alle  Werte  von  —  oc  bis 
+  00  bei.  so  erhält  auch  lo  reelle  Werte,  indem  sich  u  =  0  ergibt. 
Die  Veränderliche  w  durchläuft  aber  nicht  einfach  die  Achse  der 
reellen  w,  sondern,  wie  die  für  y  =  0  sich  ergebende  Gleichung 

3)  ™  =  3.r-  -  3  =  3  (.r  -  1)  [x  +  1) 

zeigt,  nimmt  lo  nur  solange  mit  wachsendem  x  zu,  als  x  kleiner  als 
—  1  oder  größer  als  +  1  ist.  Für  z  =  —  \  wird  m;  =  +  2,  für 
r  =  -f-  1  wird  2ü  =  —  2 ;  wir  sehen  also : 

Wächst  z  durch  reelle  Werte  von  — oc  über  — 2  bis  — /,  so  durch- 
läuft auch  10  reelle  Werte  stetig  xoachsend  von  —er  über  —2  bis  -|-2. 
Wächst  z  dann  weiter  von  —  /  bis  + 1,  so  bleibt  iv  reell,  nimmt  aber 
loieder  ab  bis  —2.  Wächst  endlich  z  von  -f  7  über  -\-2  weiter  bis  +00, 
so  toächst  auch  lo   irieder,  und  zwar  von    —2  über    +2  bis   +00. 

Zu  jedem  reellen  //•,  dessen  absoluter  Betrag  größer  als  2  ist, 
gehört  also  nur  je  ein  reeller  Wert  von  r;  dagegen  gehören  zu  jedem 
reellen    //•    zwischen   —  2    und   +  2    drei    verschiedene  reelle   Werte 


'  Eine  ausführliche  Darstellung  dieser  Theorien  gibt  F.  Klein,  Vorl.  über 
das  Ikosaeder,  Lpz.  188,4. 

^  Es  ist  natürlich  eine  Besonderheit,  wenn  eine  rationale  Funktion  auto- 
morph ist. 
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von    z,     von    denen    jedem    der    drei    Intervalle    (—  2   .  .  .    —  1), 

(—1  ...  +1),  i  -f  1 +2)  je  einer  angehört. 

Wir    erhalten    aber    reelle  Werte  von  tv  auch  noch  für  andere 
Werte  von  z.    Nach  der  zweiten  Gleichung  (2)  wird  nämlich  v  auch 
dann  gleich  Null,  wenn 
4;  3x--ij--3  =  0 

ist,  geometrisch  ausgedrückt,  wenn  der  Punkt  z  auf  der  Kurve  liegt, 
deren  Gleichung  (4)  ist.  Diese  Kurve  ist  eine  Hyperbel,  die  die 
Punkte    X  =  —  1    und   x  =  -\-  l    zu    Scheiteln  hat  und  deren  beide 

Asymptoten  unter  Winkeln   +  ^    gegen    die    .r-Achse  geneigt  sind. 

Für  die  Punkte  dieser  Hyperbel  läßt  sich  u  durch  .r  allein  ausdrücken: 
wir  brauchen  dazu  nur  j/  aus  der  Gleichung  (4)  zu  entnehmen  und 
in    die    erste    Gleichung  (2)    einzusetzen,    und    zwar    ist  dazu   nicht 
einmal  die  Ausziehung  einer  Wurzel  erforderlich.     Wir  erhalten: 
5)  n  =  X (x^  -  9a-2  -f  9  -  3)  =  -  2.r  (4^2  _  3) . 

Zwei  Punkte  der  Hyperbel  mit  der  gleichen  Abszisse  liefern  also 
dasselbe  reelle  «•;  auch  zeigt  die  Gleichung:  wenn  der  Punkt  r  den 
links  gelegenen  Hyperbelast  vom  unendlichen  bis  zum  Schnittpunkt 
mit  der  .r- Achse  durchläuft,  nimmt  iv  oder  u  von  -j- oc  bis  +2  ab: 
wenn  aber  z  den  rechts  gelegenen  Hyperbelast  vom  Unendlichen  bis 
zum  Scheitel  durchläuft,  wächst  ?r  von  — :/"  bis  —  2.  Wir  erhalten 
x-Ebcnc  ^^^®  ^^^  jeden  reellen  Wert  von  v,  zu  dem  nur 

eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  (1)  gehört,  noch 
^     //         zwei  konjugiert  komplexe  Wurzeln   dieser  Glei- 
chung (wie  aus  der  elementaren  Algebra  bekannt i. 
Damit  sind  aber  auch  alle  Werte  von  z  erschöpft, 
j^       I   ,      V  \     TT    die    reelle   ic    liefern;    wir    können    sagen:    die 
Gleichung  (1)  hat  für  jedes  reelle  «?,  ausgenommen 
w  =  —  2  oder  -i-2,   drei  verschiedene  A\'urzeln. 
Fig.  14  a.  Durch  die  drei  Linien,  deren  Punkte  reelle 

w  liefern,  wird  die  z-Ebene  in  der  aus  Fig.  14  a 
ersichtlichen  A\'eise  in  sechs  Gebiete  geteilt.  Allen  Punkten  z,  die 
einem  dieser  Gebiete  angehören,  entsprechen  A\'erte  von  w,  deren 
imaginärer  Bestandteil  iv  dasselbe  Vorzeichen  hat;  wir  sagen  kurz: 
jedem  dieser  Gebiete  entspricht  entweder  die  positive  oder  die  negative 
Halbebene  der  w.^   Denn  v  kann  als  stetige  Funktion  von  x  und  y  nicht 

'  Durch  das  Vorhergehende  ist  zunächst  nur  bewiesen,  daß  einem  der 
genannten  Gebiete  der  ;t-Ebene  ein  ganz  in  der  positiven  oder  ganz  in  der 
negativen  Halhebene  der  tr  gelegenes  Gebiet  entspricht;  daß  dieses  Gebiet  die 
betreffende  Halbebene  der  w  ganz  bedeckt,  wird  erst  aus  einem  späteren  Satze 
hervorgehoben. 


ic-Ebcni' 

A      C      E 

B      D      F 

Fig.  14  b. 
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von  positiven  zu  negativen  A\'erten  übergehen,  ohne  durch  Null  hin- 
durchzugehen; Null  wird  aber  i»,  wie  wir  gesehen  haben,  nur  dann, 
wenn  z  eine  der  Linien  überschreitet,  die  jene  Gebiete  gegeneinander 
abgrenzen.  Wollen  Avir  von  einem  dieser  Gebiete  untersuchen,  ob  es 
der  positiven  oder  der  negativen  Halbebene  der?«  entspricht,  so  brauchen 
wir  nur  darauf  zu  achten,  wie  die  Richtungen  einander  entsprechen, 
iu  denen  die  Begrenzungsliuien  des  Gebietes  einerseits,  der  Halbebene 
andererseits  durchlaufen  werden.  Durchlaufen  wir  z.B.  die  Begrenzung 
des  mit  C  bezeichneten  Gebietes  in  der  Weise,  daß  wir  von  z  =  —  oo 
ausgehend  die  Achse  der  reellen  z  bis  z  =  —  \  durchlaufen  und 
dann  längs  der  Hyperbel  ins  Unendhche  zurückkehren,  so  bleibt 
dabei  das  Gebiet  C  links;  das  ihm  in  der  iv-EhenQ  entsprechende 
Gebiet  muß  also  auch  links  bleiben,  wenn  wir  dort  den  entsprechenden 
N\'eg  durchlaufen.  Dieser  entsprechende 
Weg  führt  aber,  wie  wir  gesehen  haben, 
ir  erst  von  —  oc  nach  -\-2  und  dann  von 
da  weiter  nach  +  or.  Links  von  diesem 
Weg  liegt  die  Halbebene  der  w  mit  positivem 
imaginären  Bestandteil;  diese  entspricht 
daher  dem  Gebiet  C  und  ist  demgemäß  in  der  Fig.  14b  ebenfalls 
mit  C  bezeichnet. 

In  dieser  Weise  könnten  wir  jedes  der  sechs  Gebiete  behandeln, 
in  die  wir  die  z-Ebene  zerlegt  haben;  es  ist  aber  das  nicht  einmal 
nötig.  Denn  v  wechselt  sein  Vorzeichen,  sowohl  wenn  z  die  Achse 
der  reellen  Zahlen,  als  wenn  z  die  Hyperbel  (4)  überschreitet;  je 
zweien  in  der  2:-Ebene  aneinander  angrenzenden  Gebieten  entsprechen 
also  zwei  verschiedene  Halbebenen  der  w-Ebene.  Damit  kann  man, 
sobald  einmal  die  Zuordnung  der  Gebiete  C  gefunden  ist,  die  Zu- 
ordnung der  übrigen  Gebiete  Schritt  für  Schritt,  eines  nach  dem 
andern,  feststellen;  man  erhält  eine  Kontrolle,  wenn  man  zum  Schlüsse 
wieder  zu  C  zurückkehrt.  Je  zwei  aneinander  stoßende  Gebiete 
bilden  zusammen  einen  Fundamentalbereich  der  Funktion  w{z)  (vgl. 
§  17,  VI). 

Wir  gehen  nun  noch  mehr  ins  Einzelne,  indem  wir  jede  der 
Halbebenen  der  f/'-Ebene  durch  die  Achse  der  rein  imaginären  z 
in  zwei  Quadranten  zerlegen.  Wir  fragen  zunächst,  welche  Linien 
der  2:-Ebene  den  Trennungslinien  entsprechen,  d.  h.  für  welche  z 
w  rein  imaginäre  Werte  annimmt,  mit  noch  andern  Worten,  für 
welche  u  =  0  wird.  .Die  erste  Gleichung  (2)  zeigt,  daß  das  eintritt 
einmal  für  x  =  0,  d.  h.  für  die  rein  imaginären  z;  dann  aber  auch  für 
6)  .7-2  -  3;/2  -3  =  0, 
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d.  h.  für  die  Punkte  einer  zweiten  Hyperbel,  die  die  Punkte 
X  =  +  y  3  zu  Scheiteln  hat  und  deren  Asymptoten  gegen  die  .r-Achse 
um  +  ^  geneigt  sind.  Diese  Linien  teilen  jedes  der  sechs  zuerst 
betrachteten  Gebiete  der  z-Ebene  in  zwei  Untergebiete,  deren  jedes 
einem  Quadranten  der  M;-Ebene  entspricht.  Wollen  wir  entscheiden, 
welchem,  so  brauchen  wir  nur  auf  die  Begrenzungen  zu  achten  und 
die  bereits  erhaltenen  Ergebnisse  zu  benützen.  Z.  ß.  grenzt  das  mit 
A^  bezeichnete  Gebiet  der  r-Ebene  an  ein  Stück  der  Halbachse  der 
positiv  reellen  z,  dem  die  Halbachse  der  positiv  reellen  «•  entspricht: 
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Fig.  14  c. 


Fis.  14d. 


das  Gebiet  A^  kann  also  nur  dem  ersten  Quadranten  der  tr-Ebene 
entsprechen.  Ist  das  festgestellt,  so  können  wir  die  Zuordnung 
der  übrigen  Teilgebiete  der  r-Ebene  zu  den  (i)uadranten  wie  vorhin 
finden  und  erhalten  auch  hier  zum  Schluß  eine  Kontrolle,  sogar 
mehrere,  indem  schließlich  die  neu  hinzukommenden  Gebiete  an 
mehrere  derbereits  berücksichtigten  angrenzen. 

Sollen  zu  weiteren  Kurven  der  r-Ebene  die  entspr-ichendeu 
Kurven  der  »/--Ebene  gesucht  werden,  so  verfährt  man  wohl  am 
besten  so,  daß  man  für  eine  solche  Kurve  x  und  y  als  Funktionen 
eines  Parameters  ausdrückt  und  diese  Ausdrücke  in  die  Glei- 
chungen (2)  einsetzt;  man  erhält  dann  eine  Parameterdarstellung 
für    die  entsprechende  Kurve  der  r/;-Ebene. 

Soll  umgekehrt  zu  einer  gegebenen  Kurve  der  ir-Ebene  die 
entsprechende  der  r-Ebene  gesucht  werden,  so  braucht  man  bloß 
in  die  in  Kartesischen  Koordinaten  gegebene  Gleichung  der  ersteren 
für  u  und  v  ihre  Ausdrücke  (2)  einzusetzen;  man  erhält  dann  sofort 
die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve  zwischen  .?•  und  ?/.  Man  muß 
aber  dann  noch  untersuchen,  ob  auch  allen  Punkten  dieser  Kurve 
Punkte  der  gegebenen  Kurve  der  w-Ebcne  entsprechen. 

Damit  brechen  wir  die  Untersuchung  rationaler  Funktionen 
einer  komplexen  Veränderlichen  ab,  um  zu  transzendenten  Funktionen 
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überzugehen.  Wie  wir  nämlich  im  ersten  Abschnitt  die  elementaren 
Kechnungsoperationen  von  reellen  auf  komplexe  Zahlen  übertragen 
haben,  so  können  wir  auch  die  Frage  aufwerfen,  ob  es  Funktionen 
einer  komplexen  Veränderlichen  gibt,  welche  die  fundamentalen 
Eigenschaften  der  elementaren  transzendenten  Funktionen  einer 
reellen  Veränderlichen  teilen.  Der  folgende  Abschnitt  dient  als 
Vorbereitung  zur  Beantwortung  dieser  Frage. 


DRITTER  ABSCHNITT. 

Defiiiitioiieu  und  Sätze  aus  der  Theorie  der  reellen  Ver- 
änderliclien  und  ihrer  Funktionen. 

Wenn  wir  auch  die  Elemente  der  Theorie  einer  reellen  Ver- 
änderlichen und  ihrer  Funktionen,  als  insbesondere  die  Begriffe  der 
Irrationalzahl  und  des  Grenzwertes  (A.  A.  Abschnitt  IV),  sowie  den 
Begrifi"  der  Stetigkeit  (A.  A.  Abschnitt  VII)  als  bekannt  voraussetzen, 
so  müssen  wir  doch  einerseits  jene  Entwicklungen  in  mehrfacher 
Beziehung  ergänzen,  andererseits  darlegen,  wie  sie  sich  auf  Funk- 
tionen von  zwei  reellen  Veränderlichen  übertragen  lassen. 

§  23.     Punktmengen  auf  einer  Geraden;  ihre  Schranken  und 
Häufungspunkte. 

Es  kommt  häufig  vor,  daß  von  den  reellen  Zählen  (Punkten) 
eines  endlichen  Intervalls  eine  endliche  Anzahl  oder  unendlich  viele 
durch  irgend  eine  besondere  Eigenschaft  von  den  übrigen  unter- 
schieden werden.  Man  sagt  dann:  in  dem  Intervall  ist  eine  Funkt- 
menge  definiert.  Als  Grenzfall  lassen  wir  zu,  daß  die  Menge  aus 
sämtlichen  Punkten  des  Intervalls  besteht,  ferner  auch,  daß  dieses 
nach  einer  oder  beiden  Seiten  hin  sich  ins  Unendliche  erstreckt. 
Man  wird  eine  Punktmenge  immer  dann,  aber  auch  nur  dann,  als 
bestimmt  definiert  ansehen  dürfen,  wenn  von  jedem  Punkt  des  Inter- 
valls begrifflich  feststeht,  ob  er  zu  den  Punkten  der  Menge  gehört; 
dabei  ist  nicht  erforderlich,  daß  man  bereits  im  Besitz  eines  Mittels 
ist,  um  von  jedem  Punkt  des  Intervalls  zu  entscheiden,  ob  er  zu 
der  Menge  gehört  oder  nicht. 
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Beispiel:  Die  Menge  sei  die  der  irrationalen  Zahlen  zwischen 
3  und  9;  ob  njl  ^  zu  dieser  Menge  gehört,  ist  z.  Z.  nicht  entscheidbar. 

I.  U7ifer  der  oberen  Schranke  einer  Piinktmenge  versteht  man  eine 
Zahl  u  von  der  Beschaffenheit,  daß  jede  Zahl  <  cc,  aber  keine  Zahl 
>  a  von  einer  Zahl  der  Menge  übertroffen  wird.  7j.  B.  ist  ]  2  obere 
Schranke  der  positiven  Zahlen,  deren  (Quadrat  <  2  ist,  1  obere 
Schranke  der  echten  Brüche,  Entsprechend  wird  die  untere  Schranke 
einer  Menge  definiert.     Dann  gilt  der  Satz: 

IL  Eine  einem  endlichen  Intervall  angehörende  Punktinenge  be- 
sitzt stets  eine  untere  und  eine  obere  Schranke. 

Denn  wir  können  die  reellen  Zahlen  so  in  zwei  Klassen  teilen 
daß  jede  Zahl  a  der'  einen  Klasse  von  mindestens  einer  Zahl  der 
Menge  übertroffen  wird,  jede  Zahl  Ä  der  andern  Klasse  dagegen 
von  keiner  Zahl  der  Menge;  dann  definiert  der  Schnitt  aA  eine 
Zahl  a  (A.  A.  §  21),  und  diese  ist  die  obere  Schranke, 

Ist  unter  den  Zahlen  der  Menge  eine  die  größte  (wie  das  bei 
endlichen  Mengen  immer  der  Fall  ist),  so  ist  diese  zugleich  die 
obere  Schranke;  andernfalls  gehört  die  obere  Schranke  der  Menge 
selbst  nicht  an. 

Für  die  untere  Schranke  gilt  entsprechendes. 

Man  gebraucht  ferner  die  Ausdrucksweise: 

III.  Ein  Punkt  u  heißt  Häufung s-punkt  oder  Häufungsstelle  einer 
Punktmenge  wenn  zwischen  a  —  s  und  a  -{-  e  immer  noch  Punkte^  der 
Menge  liegen,  icie  klein  auch  die  positive  Zahl  £  gewählt  sein  mag. 

Es  liegen  dann  sogar  unendlich  viele  Punkte  der  Menge  zwischen 
a  —  s  und  a  +  c;  andernfalls  gäbe  es  einen  (oder  höchstens  zwei) 
.V  zunächst  gelegene  Punkte  der  Menge  und  daher  ein  Intervall 
beiderseits  a,  in  dem  keine  Punkte  der  Menge  lägen  außer  etwa  a  selbst. 
Der  Grenzwert  einer  konvergenten  Zahlenfolge  ist  beispielsweise 
Häufungspunkt  für  die  der  Folge  angehörenden  Zahlen.-  Wie  schon 
dieses  Beispiel  zeigt,  braucht  ein  Häufungspunkt  einer  Puuktmenge 
der  Menge  selbst  nicht  anzugehören;   er  kann  ihr  aber  angehören. 


*  Der  Plural  ist  hier  wesentlich;  andernfalls  würde  sich  jeder  einer  Punkt- 
mcngp  angehörende  Punkt  «  als  Häufungsstelle  ergeben. 

^  Dies  gilt  freilich  dann  zunächst  nicht,  wenn  alle  Zahlen  der  Folge, 
deren  Grenzwert  «  ist,  selbst  gleich  «  sind  (oder  alle  bis  auf  eine  endliche 
Anzahl),  denn  dann  liegt  (jedenfalls,  wenn  die  positive  Zahl  e  hinreichend  klein 
ist)  zwischen  n  —  b  und  «  +  e  nur  die  eine  Zahl  «  der  Folge;  da  aber  «  der 
Folge  unendlich  oft  angehört,  so  darf  man  dies  schließlich  auch  so  auslegen, 
daß  man  sagt:  es  gehören  der  Folge  unendlich  viele  Zahlen  zwischen  «  -  e 
und  (t  +  B  an,  nämlich  uncndlicli  oft  die  Zahl  «  und  diese  ist  somit  Häufuugs- 
Btelle. 
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Eine  Punktmenge  braucht  sich  nicht  als  konvergente  Zahlen- 
folge (A.  A.  §  22)  anordnen  zu  lassen;  besitzt  sie  aber  einen  Häu- 
fungspunkt a,  so  sind  in  ihr  Zahlen  a^,  c.^,  a^  ,  .  .  enthalten,  die  eine 
gegen  f/  konvergierende  Folge  bilden. 

Nun  gilt  der  Satz  von  Weiersteass  : 

IV.  Eine  einem  endlicJien  Intervall  angehörende  unendliche  (d.  h. 
aus  unendlich  vielen  Punkten  bestehende)  Punktmenge  hat  in  diesem 
Intervall^  mindesten.s  einen   Häufungspunkt. 

Wir  können  nämlich  die  reellen  Zahlen  so  in  zwei  Klassen  a,  Ä 
teilen,  daß  jede  Zahl  a  von  unendlich  vielen  Zahlen  der  Menge 
übertroffen  wird,  jede  Zahl  Ä  nur  von  einer  endlichen  Anzahl  oder 
überhaupt  von  keiner.  Der  Anfangspunkt  des  Intervalls  gehört 
sicher  zu  den  a,  der  Endpunkt  sicher  zu  den  A\  es  sind  also  beide 
Klassen  wirklich  vertreten.  Ist  a  die  durch  den  Schnitt  a' Ä  defi- 
nierte Zahl  und  s  irgend  eine  positive  Zahl,  so  wird  «  —  £  von  un- 
endlich vielen  Zahlen  der  Menge  übertroffen,  u  -\-  e  nur  von  einer 
endlichen  Anzahl;  also  müssen  zwischen  a  —  e  und  a  -\-  s.  noch  un- 
endlich viele  Zahlen  der  Menge  liegen,  m.  a.  W.  cc  ist  ein  Häu- 
fungspunkt  der  Menge. 

Selbstverständlich  braucht  der  Häufungspunkt,  dessen  Existenz 
durch  diesen  Schluß  bewiesen  ist,  nicht  der  einzige  Häufungspunkt 
der  Menge  zu  sein;  sie  kann  deren  mehrere,  selbst  unendlich  viele 
haben;  ja  es  kann  jeder  Punkt  des  Intervalls  ein  Häufungspunkt 
der  Menge  sein.  Das  letztere  ist  z.  B.  der  Fall  bei  derjenigen 
Menge,  die  aus  allen  rationalen  Zahlen,  ja  schon  bei  derjenigen,  die 
aus  allen  endlichen  Dezimalbrüchen  des  Intervalls  besteht. 

Man  kann  Satz  IV  allgemeiner  so  fassen: 

IV a.  Eine  unendliche  Punktmenge  hat  stets  mindestens  einen 
Häufung sjpunkt,  wenn  man  den  Punkt  oc  als  Häufungspunkt  einer 
Zahlenmenge  gelten  läßt,  die  unendlich  viele  Zahlen  enthält,  welche 
dem  Betrage  nach  größer  sind  als  jede  noch  so  große  positive 
Zahl  G. 

übrigens  geht  aus  dem  geführten  Beweise  hervor,  daß  keine 
Häufungszahl  der  Menge  größer  als  die  oben  bestimmte  u  sein  kann; 
man  kann  daher  den  Satz  aussprechen: 

V.  Unter  allen  Häufung s zahlen  einer  einem  endlichen  Intercall  an- 
gehärigen   Menge  ist  stets  eine  die  größte  (und  ebenso  eine  die  kleinste); 


'  Die  Endpunkte  werden    dabei   als   zu   dem  Intervall  gehörig  betrachtet 
(A.  A.  §  51);  man  bezeichnet  ein  solches  Intervall  auch  als  ,, abgeschlossen"  im 
Gegensatz  zu  dem  die  Endpunkte  nicht  enthaltenden  ,, offenen  Intervall". 
BcrkHaedt,  Fiiuktionen.    T.  2.    Fünfte  Aufl.  6 
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man  nennt  die  erstere  wohl  den  oberen  Limes  (lim  sup  oder  lim), 
die  letztere  den  unteren  Limes  (lim  inf  oder  lim)  der  Zahlen  der 
Menge.  Liegt  die  Menge  nicht  in  einem  endlichen  Intervall,  so 
sind  sowohl  für  den  oberen  als  auch  für  den  unteren  Limes  die 
beiden  Werte  +  oo  und   —  oo  zuzulassen. 

Gehört  die  obere  Schranke  einer  unendlichen  Menge  der  Menge 
selbst  nicht  an,  so  ist  sie  stets  ein  Häufungspunkt  der  Menge  und 
dann  zugleich  oberer  Limes.  Gehört  sie  ihr  aber  an,  so  braucht 
sie  kein  Häufungspunkt  zu  sein,  und  wenn  sie  keiner  ist,  so  ist  der 
obere  Limes  von  ihr  verschieden. 

§  24.    Anwendungen  dieser  Sätze;  Stetigkeit  in   einem   Intervall. 

Eine  in  einem  Intervall  -/  deÖHierte  Funktion  einer  Veränder- 
lichen heißt  an  einer  Stelle  x^  dieses  Intervalls  stetig,  wenn  man  zu 
jeder  gegebenen  positiven  Zahl  e  eine  andere  S{Xf^)  so  bestimmen 
kann,  daß: 

1)  lA-^O-AvK^ 

sobald  .(•  dem  Intervall  angehört  und 

2)  \x-x^\<ö[x,) 

ist  (A.  A.  §  49);  man  kann  diese  Stetigkeitsbedingung  auch  durch 
die  Gleichung 

1')  lim/»  =  /•(.,•„) 

X->-.To 

ausdrücken. 

Für  stetige  Funktionen  gilt  folgender  Satz: 

I.  Eine  stetige  Funktion  f(x)  erreicht  die  obere  ScJiranhe  der  Jf^erte, 
die  sie  in  einem  Intervall  J  annimmt,  an  mindestens  einer  Stelle  des 
Intervalls.^ 

Sei  nämlich  Y  diese  obere  Schranke.  Angenommen,  }"  gehöre 
nicht  zu  den  von  der  Funktion  angenommenen  Werten,  so  müßte 
es  nach  der  Sclilußbemerkung  von  §  23  eine  unendliche  Folge  von 
Funktionswerten 

3)  fix,),  f{x,),  f\x.X  .  .  . 

geben,  derart,  daß 

4)  lim/-(.rj=  ) 

n->-  oo 

'  S.  Fußuote  '  von  S.  81. 
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wäre.  Die  zugehörigen  Werte  x^,  x^,  x^,  .  .  .  brauchen  keine  kon- 
vergente Zahlenfolge  zu  bilden;  aber  man  kann  jedenfalls  aus  ihnen 
eine  unendliche  Folge  |j^,  1^,  1.,,  .  ..  herausheben,  die  gegen  eine 
HäufuDgsstelle  X  des  Intervalls  /  konvergiert.     Dann   wäre  auch 

5)  lim/-(|J=i-. 

Aus  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  der  Funktion  /"(.r)  würde  sich 
aber  dann 

6)  f{X)  =  1 
ergeben,  w.  z.  b.  w. 

Daß  Satz  I  für  unstetige  Funktionen  nicht  gilt,  zeigt  folgendes 
Beispiel:    Im  Intervalle  O^.r^l  sei 

7)  (f'{x)  =  \im{.v  —  x"), 

n  — >-  oo 

also 

cp  [x]  =  X       für       0  ^  .r  <  1 ,       dagegen       rp  (1)  =  0 . 

Die  Funktion  ist  bei  x  =  1  unstetig  und  ihre  obere  Schranke  1 
wird  an  keiner  Stelle  angenommen. 

Auf  Grund  des  Satzes  I  ist  es  erlaubt,  vom  größten  und  ent- 
sprechend auch  vom  kleinsten  Wert  einer  stetigen  Funktion  in  einem 
abgeschlossenen  Intervall  zu  sprechen.  Die  Differenz  beider  oder 
allgemeiner  bei  einer  beliebigen  Funktion  die  Differenz 

obere  Schranke  minus  untere  Schranke  der 
Funktionswerte  in  einem  Intervall  J 

nennt  man  die  Schwankung  der  Funktion  in  /. 

Danach  läßt  sich  die  Bedingung  der  Stetigkeit  einer  Funktion 
f\x)  an  einer  Stelle  x^  auch  so  fassen: 

II.  Zu  jeder  positiven  Zahl  b  läßt  sich  eine  andere  <^{x^  so  be- 
stimmen, daß  in  dem  durch   die    Ungleichung 

8)  U-_.rJ^^(.r,) 

definierten  Interv<dle  S  die  Schwankung  der  Funldion  f[x)  <  6  ausfällt. 
Es   gilt  dann  nämlich  in  S  um   so  mehr  die  Ungleichung  (1); 
und  umgekehrt:  gilt  in  einem  solchen  Intervalle  S: 

9)  \m-f{^o)\<\ 

(d.  h.  Ungleichung  (1),  bei  der  wir  nur  den  eine  beliebig  kleine  ge- 
gebene positive  Zahl  bezeichnenden  Buchstaben  6  durch   —    ersetzt 
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haben),  und  sind  /'(.Tj)  und  fix^  der  größte  und  kleinste  Wert  von 
f{x)  in  S,  80  bleibt  daselbst  auch  die  Schwankung 

10)  A^i)  -  />2)  ^  '  n^i)  -  fi'-o)  I  +    A-^'o)  -  f(^2)    <  '  (^egen  (9))  . 
Als    man    auf   den  Begriff  der   gleichmäßigen   Annäherung  an 

eine  Grenzfunktion  (A.  A.  §  53)  aufmerksam  geworden  war,  glaubte 
man  zuerst,  man  müsse  dementsprechend  auch  zwischen  „Stetigkeit 
in  allen  Punkten  eines  Intervalls'*  und  „gleichmäßiger  Stetigkeit  in 
dem  ganzen  Intervall"  unterscheiden.  Doch  stellte  sich  bald  heraus, 
daß  eine  derartige  Unterscheidung  hier  nicht  erforderlich  ist;  es 
gilt  vielmehr  folgender  Satz: 

III.    TFenn  die  die  Stetigkeit  ausdrückende   Grenz gleicJiung 

11)  lim  /-(.r)  = /-(.r,) 

X—>-   .T„ 

für  alle  Funkte  eines  endlichen  Intervalls  gilt,  so  besteht  sie  notwendig 
in  dem  ganzen  Intervall  gleichmäßig} 

M.  a.  W.:  Die  in  (2)  und  (6)  vorkommenden  Zahlen  (3(.rJ,  J(X(,) 
können  durch  positive  Zahlen  8,  8  ersetzt  werden,  die  von  .?„  nicht  ab- 
hängen und  für  alle  Punkte  x^  des  Tntervalls  J  gelten. 

Beweis :  Man  gebe  sich,  wie  zuvor,  £  >  0  und  teile  dann  das 
Intervall  -/,  in  dem  f[x)  definiert  ist,  und  das  die  Länge  a  besitzen 
möge,  in  w  gleiche  Teilintervalle  (n  —  2,  3,  4  .  .).  Dann  sind  zwei 
Fälle  denkbar:  Erstens,  für  einen  bestimmten  Wert  n  ist  die 
Schwankung  von  f{x)  in  jedem  der  entstehenden  n  Teilintervalle  <  — ; 

dann  kann  man  S  =  8  =  "   wählen.     Sind  nämlich  in  diesem  Falle 

n 

xq,  x^  irgend  zwei  Punkte  in  •/,  die  einen  Abstand  <  —  haben,  so 
gibt  es  offenbar  auch  einen  Teilpunkt  |  jener  n-Teilung,  der  von  .?;, 
und  .t-j  Entfernungen  ^0  und  ^—  hat;  dann  ist  nach  Voraus- 
setzung 

i/'W-/'(l)'<|/      Y'V-/"(l)i<i, 

also 

w.  z.  b.  w.  Wäre  aber  zweitens  bei  jeder  jener  »-Teilungen  mindestens 
ein  Teilintervall  /„  mit  einer  Schwankung  ^  -  vorhanden,  so  hätten 
die  Mittelpunkte   dieser  Teilintervalle  /„  mindestens  eine  Häufungs- 


'  Wesentlich  ist  hier  wieder,  dali  die  Endpunkte  mit  zum  Intervall  J  ge- 
rechnet werden;  würde  man  das  nicht  tun,  so  könnte  man  die  Gleichmäßigkeit 
der  Stetigkeit  nur  für  jedes  ganz  innerhalb  J  gelegene  Intervall  J'  behaupten. 
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stelle  I  (die  offenbar  zugleich  auch  Häufungsstelle  der  Anfangs- 
und Endpunkte  der  i^  wäre).  Da  es  nach  unserer  Annahme  in  i^^ 
Stellen  -'i,,, -'o,,  gibt,  für  die 

l/>lJ-/V2n)!^| 

ist  und  da  solche  Stellen  in  beliebiger  Nachbarschaft  der  Stelle  | 
liegen,  könnte  die  Funktion  f{.v)  bei  .r  =  |  nach  II.  nicht  stetig  sein. 
Der  als  zweiter  angenommene  Fall  ist  somit  überhaupt  nicht 
möglich. 

Der  Grundgedanke  des  vorstehenden  Beweises  ist  auch  bei 
anderen  Fragen  zu  verwenden;  er  soll  daher,  lösgelöst  von  der  be- 
sonderen Anwendung  auf  die  gleichmäßige  Stetigkeit,  nochmals  kurz 
auseinandergesetzt  werden,  indem  folgender  allgemeiner  Satz  be- 
wiesen wird. 

III a.  Zu  jedem  Punkte  x  eines  abgeschlossenen  Intervalls  J  gehöre 
ein  abgeschlossenes  Intervall  i(x)  von  der  Länge  2  Ö[x)  >  0  und  mit 
dem  Mittelpunkt  x.  (Für  gewisse  Punkte  x,  z.  B.  für  die  Endpunkte 
des  Intervalls  /,  greifen  die  Intervalle  i{x)  über  •/  hinaus.)  Es  sei 
ferner  folgende  Bedingung  erfüllt:  Liegt  der  Punkt  x^  im  Intervall 
«(o:,),  so  gehört  mindestens  einer  der  Endpunkte  von  i[x.^  dem  Intervall 
f(.r,)  an.  Bann  besitzen  die  Werte  8{.v)  in  J  eine  positive  (d.  h,  also 
von   Null  verschiedene)   untere   Schranke.     (Vgl.  hiermit   auch  Satz  I.) 

Andernfalls  müßte  es  nämlich  in  /  einen  Punkt  |  geben,  in 
dessen  beliebig  naher  Nachbarschaft  Intervalle  i  [x)  von  beliebig 
kleiner  Länge  liegen  würden.  Tatsächlich  aber  gehören  nach 
Voraussetzung  zu  allen  Punkten  x.  die  dem  Punkte  |  hinreichend 
nahe  liegen,  Intervalle  i{x),  deren  Längen  nur  um  beliebig  wenig 
kleiner  als  2(5(|)  sein  können. 

Endlich  sei  hier  noch  an  folgende  Sätze  erinnert: 

IV.  Eine  rationale  Funktion  ist  überall  da  stetig,  wo  sie  endlich 
ist  (A.  A.  §  48). 

V.  Eine  in  einem  Intervall  stetige  Funktion  nimmt  jeden  zwisclien 
ihrem   Anfangs-  und  Endwert  gelegenen  Wert  ivirkUch  an  (A.  A.  §  52). 

§  25.    Punktmengen  in  der  Ebene. 

Haben  wir  mit  zwei  voneinander  unabhängig  veränderlichen 
reellen  Zahlen  .r,  y  zu  tun,  so  deuten  wir  sie  geometrisch  am  be- 
quemsten als  die  rechtwinkligen  Kartesischen  Koordination  eines  ver- 
änderlichen Punktes  der  Ebene.  Sollen  der  Veränderlichkeit  der 
beiden   Zahlen    Schranken    gesetzt   werden,   so    ist   es    zweckmäßig, 
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solche  Beschränkangen  geometrisch  zu  formulieren,  also  z.  B.  davon 
zu  reden,  daß  der  Punkt  .r,  y  auf  ein  Gebiet  oder  auf  eine  Linie 
beschränkt  sein  soll.  Statt  zu  sagen:  wir  betrachten  nur  Werte 
von  X  und  y,  für  welche  .r^  +  y^  <  1  ist,  sagen  wir:  wir  be- 
trachten nur  Punkte  im  Innern  des  mit  dem  Radius  1  um  den 
Nullpunkt  beschriebenen  Kreises. 

Dann  ist  es  aber  unerläßlich,  daß  wir  genau  definieren,  was 
wir  mit  diesen  Worten:  Linie,  Gebiet  meinen,  und  zwar  müssen  wir 
hier,  wo  wir  den  Begriff  des  Punktes  als  des  Repräsentanten  eines 
Zahlenpaares  schon  haben,  notwendig  von  diesem  ausgehen.  Wir 
müssen  also  hier  ebene  Gebiete  und  Linien  als  Punktmengen  definieren. 

"Wir  gewinnen  an  Kürze  in  der  Aussprache  der  Sätze,  wenn 
wir  die  Redeweise  benützen: 

I.  Jjie  Gesamtheit  der  Funkte,  die  von  einem  gegebenen  PunJtte  Ä 
vm  wenif/er  als  eine  gegebene  positive  Zahl  ö  entfernt  sind,  heißt  eine 
Umgebung  des  Punktes.  I)er  Punkt  A  selbst  ist,  somit  als  seiner  Um^ 
(/ebunq  angehörig  anzusehen,  sofern  das  Gegenteil  nicht  ausdrücklich 
f/esagt  wird  oder  aus  dem  Zusammenhang  unzweifelhaft  hervorgeht. 

Statt  zu  sagen:  man  kann  d  so  bestimmen,  daß  alle  Punkte  der 
durch  <>  festgelegten  Umgebung  von  yl  eine  bestimmte  Eigenschaft 
haben,  sagt  man  dann  häufig  kürzer:  alle  Punkte  in  der  Umgebung 
(oder:  in  einer  hinlänglich  kleinen  Umgebung)  von  A  haben  diese 
Eigenschaft.  So  bedeutet  z.  B.  die  Aussage:  „alle  Punkte  der 
Umgebung  des  Punktes  {a,b)  gehören  einer  bestimmten  Punktmeuge 
an"  dasselbe  wie:  „man  kann  d  so  bestimmen,  daß  alle  Punkte 
(.r,  ?/),  für  die 

1)  y\x-af  +  {g-b)^<  i) 

ist,  jener  Punktmenge  angehören". 

Man  kann  auch  eine  „quadratische  Umgebung  von  [a,  by  defi- 
nieren durch  die  beiden  Ungleichungen: 

2)  X  —  a    <d ,       '//  —  />,<()■, 

Es  ist  dann  sowohl  geometrisch  wie  analytisch  einzusehen,  daß  alle 
Punkte,  die  der  Ungleichung  (1)  genügen,  auch  den  Ungleichungen 
(2)  genügen,  und  umgekehrt  befriedigen  alle  Punkte,  die  den  Un- 
gleichungen (2)  genügen,  auch  die  Ungleichung: 


3)  }/[x-af^{y-bf<i1p, 

die  sich  von  (1)  nur  dadurch  unterscheidet,  daß  ö}l2  an  der  Stelle 
von  S  steht.  Sobald  also  eine  Eigenschaft  allen  Punkten  einer  kreis- 
förmigen   Umgebung    von   [a,  b)   zukommt,    kommt    sie    auch    allen 
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Punkten  einer  Umgebung  zu,  welche  die  Form  eines  Quadrats 
(oder  auch  eines  Dreiecks,  einer  Ellipse  usw.)  besitzt;  und  umgekehrt. 
Man  braucht  daher  in  vielen  Fällen  auf  diese  Unterscheidung  über- 
haupt nicht  zu  achten. 

Deuten  wir  die  Zahlenpaare  .r,  ?/  als  Punkte  einer  Kugel,  so  gilt 
die  in  I  gegebene  Erklärung  des  Wortes  Umgebung  auch  für  den 
Punkt  oc.    Analytisch  kann  diese  Umgebung  durch  eine  Ungleichung 

4)  ^'•  +  ^yi>  \       oder       .-^  +  /  >    ], 

beschrieben  werden.  Doch  wollen  wir  im  folgenden  zunächst  nur 
solche  Punkte  betrachten,  die  im  Endlichen,  d.  h.  etwa  im  Innern 
eines  (beliebig  großen)  Quadrates  liegen. 

Mit  Hilfe  des  Begriffs  der  Umgebung  läßt  sich  nun  der  Be- 
griff des  Häufungspunktes  einer  Punktmenge  folgendermaßen  auf 
Punktmengen  in  der  Ebene  übertragen: 

II.  Ein  Punkt  P  heißt  Hävfungspnnkt  einer  Punktmenge,  wenn  in 
jeder  (noch  so  kleinen)  Umgebung  von  Htm  noch  Punkte^  der  Menge  liegen. 

Ferner  definieren  wir: 

III.  Ein  Punkt  heißt  innerer  Punkt  einer  Menge,  wenn  eine  Um- 
gebung von  ihm  ganz  zu  der  Menge  gehört.  Ein  Punkt  heißt  äußerer 
Punkt  einer  Menge,  wenn  für  ein  bestimmtes  d  >  ö  (und  damit  für 
alle  kleineren   ö)  seine    Umgebung  (/)  keinen  Punkt   der  Menge    enthält. 

IV.  Ein  Punkt  heißt  Randpunkt  einer  Menge,  wenn  er  weder 
äußerer  noch  innerer  Punkt  der  Menge  ist,  d.  h.  wenn  keine  Um- 
gebung von  ihm  ausschließlich  aus  Punkten  besteht,  die  der  Menge  an- 
gehören,  noch  auch  ausschließlich  aus  Punkten,  die  ihr  nicht  angehören. 
( Dabei  bleibt  dahingestellt,  ob  der  Punkt  selbst  der  Menge  angehört 
oder  nicht.)  Jeder  Häufungspunkt  einer  Menge,  der  ihr  nicht  an- 
gehört, ist  ein  Randpunkt  von  ihr. 

V.  Ein  Punkt  einer  Punktmenge,  der  nickt  zugleicJi  ein  Häiifungs- 
punkt  von  ihr  i^t,  heißt  ein  isolierter  Punkt  der  Menge.  (Ein  solcher 
ist  stets  Randpunkt  der  Menge.) 

VI.  Eine  Punktmenge,  die  überhaupt  keine  isolierten  Punkte  enthält 
(deren  sämtliche  Punkte  zugleich  Häufungspunkte  sind),  heißt  in 
sich  dicht. 

Beispiel:  die  rationalen  Zahlen  zwischen  Null  und  1. 
Wir  definieren  ferner: 


1  Auch  hier  (wie  §23,  ITI)  ist  der  Plural  wesentlich:  mit  Verwendung 
des  Singulars  müßte  man  verlangen,  daß  in  jeder  Umgebung  von  P  mindestens 
noch  ein  von  P  verscitiedener  Punkt  der  Menge  liegt,  woraiTs  dann  von  selbst 
folgt,  daß  es  derer  unendlich  viele  sind;  vgl.  S.  80.. 
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VII.  Eine  PnnMmenge,  zu  der  alle  ihre  Grenzpunhie  qehiiren, 
heißt  abgeschlossen. 

Für  „abgeschlossen  und  in  sich  dicht"  gebraucht  man  uiuh  das 
eine    Wort  perfekt. 

VIII.  Der  Satz  §  23,  IF  von  der  Existenz  eines  lläufungspunlits 
gilt  auch  für  in  der  Ebene  verteilte  Punktmengen.  Denn  achtet  mau 
zunächst  auf  die  zweite  Koordinate  der  Punkte  der  Menge  gar  nicht. 
80  ergibt  sich  wie  §  23:  man  kann  eine  Zahl  u  von  der  Beschaffen- 
heit finden,  daß  unendlich  viele  Punkte  der  Menge  eine  zwischen 
a  —  e  und  c.  -{-  e  gelegene  erste  Koordinate  haben,  wie  klein  auch 
t  gewählt  sein  mag.  Indem  man  dann  nur  diese  Punkte  weiter  be- 
rücksichtigt und  auf  ihre  zweite  Koordinate  achtet,  ergibt  sich  ganz 
ebenso:  es  gibt  mindestens  eine  Zahl  ß  von  der  Beschaffenheit,  dal5 
noch  unendlich  viele  unter  den  beibehaltenen  Punkten  eine  zwischen 
ß  —  e  und  ß  +  e  gelegene  zweite  Koordinate  haben.  Beides  zu- 
sammen sagt  aus,  daß  in  jeder  Umgebung  des  Punktes  [u,  ß)  noch 
unendlich  viele  Punkte  liegen,  w.  z.  b.  w. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  in  allgemeinster  Weise 
die  Begriffe  Linie  (Kurve)  und  Gebiet  folgendermaßen. 

IX.  Eine  Linie  [oder  Kurve)  ist  eine  perfekte  Pmiktmenge  ohne 
innere  Punkte,  die  noch  folgende  Eigenschaft  besitzt:  Sind  A,B  irgend 
ztcei  Punkte  der  Menge  und  ist  6  eine  gegebene  [beliebig  kleine)  posi- 
tive Zahl,  so  gibt  es  eine  endliche  Anzahl  anderer  Punkte  A^,  A,,, .  .  A 
der  Menge,  der  Art,  daß  jede  der  Entfernungen  AA^,  A^A^,  A,A.^.  .  . 
■^n  —  i  -^n'  ^n-^  kleiner  als  e  wird. 

X.  Ein  Bereich  [oder  Gebiet)  ist  eine  nur  aus  iniiercn  Punkten  ht- 
stehende  Punktmenge  M,  von  der  irgend  zwei  Punkte  durch  eine  Linie  L 
verbunden  xcerden  können,  deren  sämtliche  Punkte  ebenfalls  der  Menge  M 
angehören. 

■  Wir  rechnen  also  die  Randpunkte  eines  Gebiets  33  nicht  mit 
zu  dem  Gebiet,  außer  wenn  wir  es  ausdrücklich  sagen,  indem  wir 
von  dem  ..abgeschlossenen  Gebiete  SB'"  sprechen;  gelegentlich  wird 
es  uns  auch  passend  erscheinen,  Teile  der  Begrenzung  dem  Gebiete 
zuzurechnen  (vgl.  S.  55). 

Für  unsere  Zwecke  sind  die  vorstehenden  Definitionen  noch 
viel  zu  weit  und  allgemein.  Wir  werden  das  Wort  Linie  (oder 
auch  Kurve,  Weg)  in  diesem  Buche  fast  immer  mit  folgenden  Ein- 
schränkungen behaftet  benutzen: 

XI.  J)ie  Koordinaten  x,  y  aller  Punkte  einer  Linie  sollen  mittels 
eines  Parameters  t  in  der  Form 

X  =  q){t),       y  =  i/'(n 
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dargestellt  teer  den.     Jedem    Iferte  t  eines  Intervalls 


to^t^T 


soll  so  ein  bestimmter  Kurvenpunht  entsprechen.  Die  Funktionen  a>{t\ 
\V  [t]  sollen  in  diei^em  Intervall  stedt/  und  ahteilmujsweise  monoton  ^  sein. 
D.h.:  Das  Intervall  [t,^,  T)  Uißt  .^ich  durch  Einschaltumj  von  Zwischen- 
werten in  Teilintervalle  [t^,  t^),  [t^,  t^\  ...  (?^_j,  T)  zerlegen,  in  deren 
jedem  sowohl  cp  [t]  als   u<{t)  monoton  ist. 

Dann  folgt  aus  A.  A.  §  52,  daß  die  Kurve  selbst  aus  einer 
endlichen  Anzahl  von  Stücken  besteht,  die  entweder  parallel  zu 
einer  der  Koordinatenachsen  sind  oder  die  sowohl  durch  eine  Glei- 
chung y  =  ij  (:?■)  als  auch  durch  deren  Auflösung  x  =  x  [ij]  dargestellt 
werden  können,  wobei  y[x)  und  x{y)  monotone  Funktionen  sind. 

Wo  es  uns  nötig  oder  zweckmäßig  erscheint,  werden  wir  außer- 
dem voraussetzen,  daß  die  Funktionen  rf[t),  iij{t\  stetig  diflferenzier- 
bar  sind. 

Die  Kurve  heißt  geschlossen,  wenn 

^{h)  =  'f[T')       und       ip{t^)^yj(T) 

ist.  Sie  heißt  doppelpunktslos  {oder  auch  einfach),  icenn  nicht  für  ein 
anderes,  von  t^,  T  verschiedenes   Wertepaar  t^,   t^ 

gilt. 

Den  durch  X  festgelegten  Begriff  des  Gebiets  schränken  wir 
für  unsere  Zwecke  zumeist  durch  folgende  Forderung  ein: 

Xn.  Die  Randpunkte  eines  Gebiets  bilden  eine  endliche  Anzahl 
r=  i)  einfacher,  sich  gegenseitig  nicht  schneidender  Linien. 

Wir  haben  bisher  nur  ganz  im  Endlichen  gelegene  Gebiete  be- 
trachtet; unterwerfen  wir  die  Punkte  z  eines  solchen  in  der  Ebene 
oder  auf  der  Kugel  der  Transformation 


wo  a  ein  innerer  oder  Grenzpunkt  des  Gebiets  ist,  so  erhalten  wir 
eine  sich  ins  unendliche  erstreckende  Punktmenge,  die  wir  ebenfalls 
als  Gebiet  bezeichnen  werden.  Doch  werden  wir  im  folgenden  von 
diesem  erweiterten  Wortsinn  nur  dann  Gebrauch  machen,  wenn  es 
ausdrücklich  gesagt  wird  oder  aus  dem  Zusammenhang  unzweifel- 
haft hervorgeht.     Entsprechendes  gilt  vom  Kurvenbegriff. 

^  Konstantsein  ist  auch  Monotonie.  Die  obige  Voraussetzung  wird  haupt- 
sächlich deshalb  gemacht,  weil  sie  die  im  folgenden  häufig  benötigte  Rektifizier- 
barkeit  gewährleistet. 
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XIII.  Ein  Bereich  heißt  einfach  zusammenhängend ,  wenn  jede 
in  ihm  verlaufende  geschlossene  Linie  durch  stetige  Deformation  auf 
einen  Punkt  zusammengezogen  werden  kann,  ohne  daß  sie  dabei  den 
Bereich  zu  verlassen  braucht.  Einfach  zusammenhängend  ist  z,  B. 
die  Fläche  eines  Kreises  oder  eines  Quadrates;  dagegen  nicht  die 
Fläche  zwischen  zwei  konzentrischen  Kreisen,  Denn  z.  B.  einen  in 
dieser  Fläche  verlaufenden,  zu  den  beiden  Begrenzungskreisen  kon- 
zentrischen Kreis  kann  man  nicht  auf  einen  Punkt  zusammenziehen, 
ohne  die  Fläche  zu  verlassen. 

XIV.  Eine  doppelpunktslose  geschlossene  ganz  im  Endlichen  ver- 
laufende Kurve  C  begrenzt  soicohl  ein  einfach  zusammenhängendes 
ganz  im  Endlichen  gelegenes  Gebiet  -/,  das  „Innere"  der  Kurve,  al< 
auch  ein  den  Punkt  oo  enthaltendes  Gebiet  J,  das  „Äußere'^  der 
Kurve.  Zwei  dem  Gebiete  J  angehörende  Punkte  können  stets  durch 
f'ine  Kurve  F  verbunden    werden,  die    mit  C  keinen  Punkt  gemein  hat. 

Auf  einen  arithmetischen  Beweis  dieses  Satzes  müssen  wir  ver- 
zichten, da  ein  solcher  nicht  in  den  Rahmen  des  vorliegenden 
elementaren  Lehrbuchs  paßt.  Wir  berufen  uns  hier  und  bei  ähn- 
lichen Fragen  auf  die  geometrische  Anschauung,  der  die  durch 
XIV  behauptete  Tatsache  unmittelbar  klar  erscheint;  oder  aber 
wir  lassen  nur  solche  Kurven  C  (wie  z.  B.  Kreislinien,  Ellipsen. 
Dreiecke,  Vierecke  usw.)  zu,  für  die  der  Beweis  von  XIV  sich  ohne 
Umstände  erbringen  läßt. 

§  26.    Stetigkeit  der  Funictionen  von  zwei  reellen  Veränderlichen. 

I.  (Definition.)     Eine  Gleichung  der  Form 

1)  lim  lim  f{x,  g)  =  c 

bedeutet  dasselbe  wie 

lim  J  lim  fix,  g)  \  =  c , 

m.  a.  W.    sie  ist  so   zu  verstehen,   daß   der   innere   Grenzübergang 
zuerst  ausgeführt  werden  soll. 

Die  Reihenfolge  zweier  nacheinander  auszuführender  Grenz- 
übergänge an  einer  Funktion  von  zwei  Veränderlichen  ist  nämlich 
schon  in  einfachen  Fällen  nicht  gleichgültig:  z.  B.  ist; 

2)  lim  4^:-^,'  '*'  ■'«  =  1  +  -^^  also  lim  lim  -!  ~  ^'  +  ""[  =  1 , 
dagegen: 

.{        hm   -r — =V-— r  =  -7-r  -■>  ,  '»Iso  lim  hm     ^  .     ,  , — r  =  —  1  . 
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II.  (Definition;)     Im   Gegensatz  dazu  bedeutet  die   Gleichung: 

•i)  lim    /'(x,  y)=  c 

•'•  ->  «,  1/  ->■  i> 

soviel   icie:    man    kann    zu  jeder   gegebenen   [noch   so   kleinen)   positiven 
Größe  6  eine  andere  ö  so  bestimmen,  daß 

ä)  |/'(.r,y)_c|  <£ 

ist  für  jedes  von    a,    b   verschiedene   Paar    von  Zahlen   x,  y,    die  der 
Ungleichung: 

genügen. 

Mit  einer  häufig  gebrauchten  Ausdrucksweise  kann  man  dafür 
auch  sagen:  die  Gleichung  (4)  bedeutet,  daß  f[x,  y)  in  der  Umgebung 
von  [a,  h)  (diesen  Punkt  selbst  ausgeschlossen)  unendlich  wenig  von  c 
verschieden  ist. 

III.  (Definition.)  flenn  für  eine  Furildion  von  zivei  Veränder- 
lichen die  Gleichung  gilt: 

•^  lim    f{x,y)  =  f{a,b), 

so    sagt   man:   /  (.r,  y)  ist  an    der  Stelle  a,    h  eine  stetige  Funktion  von 
X   und  y. 

Besteht  die  Gleichung  (7),  so  besteht  auch  immer  die  Gleichung: 
8)  lim  f[a^  xt,  b  +  lt)  =  c 

für  jedes   konstante   Wertepaar  x,  L     Insbesondere   ergibt  sich   für 
X  =  0  und  sodann  für  A  =  0: 

IV.  Ist  f  {x,  y)  an  der  Stelle  a,  b  eine  stetige  Funktion  von  x  und 
y,  so  ist  f  {et,  y)  an  der  Stelle  b  eine  stetige  Funktion  von  y  und 
fix,  b)  an  der  Stelle  a  eine  stetige  Funktion   von  x. 

Dagegen  kann,  wie  das  Beispiel  (2)  zeigt,  eine  Funktion  von 
X  und  y  für  jeden  Wert  von  x  und  y  sowohl  eine  stetige  Funktion 
von  X,  als  auch  eine  stetige  Funktion  von  y  sein,  ohne  doch  überall 
eine  stetige  Funktion  von  x  und  y  im  Sinne  der  Definition  III 
zu  sein. 

Genau  wie  bei  Funktionen  einer  Veränderlichen  (§  24),  beweist 
man  folgenden  Satz: 

V.  Wenn  eine  Funktion  von  zwei  Veränderlichen  an  jeder  Stelle 
eines  endlichen  Bereiches  B  eine  stetige  Funktion  dieser  beiden  Ver- 
änderlichen ist,  so  ist  sie  in  jedem  ganz  innerhalb  B  liegenden 
abgeschlossenen    Bereich-  B'    gleichmäßig    stetig'^;    d.    h.    man    kann 

'  Wegen  der  Formulierung  dieses  Satzes  vgl.  Fußnote  S.  84. 
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zu   jeder   gegebenen    positiven   Größe   £   eine    andere   d   so    bestim- 
men, daß 

9)  i  f{^-2>  y-^  -  fi^v  I/i)\<^ 

ist  für  Jedes  Paar  von  Punkten  (Xj,  ;/j),  {x^,  ?/,)  des  Bereiches  £',  die 

der  Ungleichung 

genügen. 

Beim  Beweise  \Yird  man  die  in  §  24  benutzten  den  einzelnen 
Punkten  .r  eines  Intervalls  zugeordneten  Strecken  jetzt  durch  Qua- 
drate mit  Seiten  parallel  zu  den  Achsen  ersetzen.  Jedem  Punkte 
von  £'  ist  ein  solches  abgeschlossenes  Quadrat,  in  dem  die  Schwan- 
kung von  f{x,  y)  <  -^  ist,  zugeordoet.    (Daß  diese  Quadrate  teilweise 

über  B  hinausragen,  ist  ganz  unerheblich.) 

Als  Kern  des  Satzes  V  kann  man  den  folgenden  ansehen  (vgl. 
§  24,  Illa): 

Va.  Jedem  Funlite  x,  y  eines  abgeschlossenen  Bereiches  B'  sei 
ein  endliches  Quadrat  Q  {x,  y)  mit  Seiten  parallel  zu  den  Achsen  und 
mit  dem  Mittelpunkt  x,  y  zugeordnet;  liegt  der  Funkt  x^^  y^  im  Innei'n  \ 
des  Quadrats  Q  (x^,  y^),  so  reiche  das  Quadrat  Q  (x,,  y^)  mindestens 
an  den  Band  von  Q  {x^,y^  heran:  dann  besitzen  die  Seitenlängen  der 
Quadrate  Q  [x,  y)  eine  von  Null  verschiedene  untere  Schranke. 

(Liegt  B'  ganz  im  Inneren  eines  anderen  Bereiches  B,  so  darf 
man  dies  auch  von  allen  Quadraten  voraussetzen.) 

Da  die  Seitenlängen  der  Quadrate  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen stetige  Funktionen  von  x,  y  sind,  ist  schließlich  Satz  V 
nur  ein  besonderer  Fall  des  Satzes,  daß  eine  in  einem  abgeschlosseneu 
Bereiche  stetige  Funktion  daselbst  einen  Minimalwert  annimmt. 
Dieser  Satz  aber  wird  genau  so  bewiesen,  wie  der  entsprechend 
§  24,  I  für  Funktionen  einer  Veränderlichen. 

Anmerkung  zu  Satz   Va:   Die  Quadrate  Q  [x,  y).   von  denen  in 
Va  die  Rede  ist,  können  narürlich  ebenso  gut  durch  Kreise  A'(x,  / 
ersetzt  werden,   über  die   genau  die  gleichen  Voraussetzungen   wi 
vorhin    über    die  Quadrate   zu   machen   sind  und  für  deren  ßadie;. 
dann    das   Vorhandensein    einer   positiven   unteren    Schranke    nach- 
gewiesen wird. 

Aus  der  Definition  der  Stetigkeit  folgt  ohne  weiteres 

VI.  Sind  u,  V,  stetige  Ftmktionen  von  x,  y  an  der  Stelle  Xq,  y^ 
und  ist  z  eine  stetige  Funktion  von  u,  v,  an  der  Stelle  u^^  =  u  [x^,  j/^), 
Vq  =  ü(^(,, //(,),  so  iat  z  auch  eine  stetige  Funktion  von  x,  y  an  der 
Stelle  x^,,y^. 
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§  27.   DifferentialquotJenten. 

I.  Der  Differeiitialquotient  einer  Funktion  f[x)  an  einer  hestimmten 
Stellr  .>■  ist  definiert  durch  dir   Gleichung: 

1)  j--'^=lim  /•(^  +  ^)-/>l^ 

vorausgesetzt,  daß  dieser  Grenzxcert  existiert.  Existiert  er  für  jeden 
Wert  von  .?•'  in  einem  bestimmten  Intervalle,  so  bilden  seine  Werte 
in  diesem  Intervalle  eine  Funktion  /"'  (.r)  von  x,  die  abgeleitete  Funk- 
tion oder  Ableitimg  von  f{x)  heißt. 

Ist  f{x)  eine  rationale  Funktion  von  ./•,  so  wird  in  den  Ele- 
menten der  Differentialrechnung  gezeigt: 

II.  Eine  rationale  Funktion  einer  reellen  f'ariabeln  hat  überall  da 
einen  bestimmten  endlichen  Differentialqxiotienten,  xoo  sie  selbst  end- 
lich ist. 

Zur  Berechnung  dieses  Wertes  ist  es  nicht  immer  erforderlich, 
die  Definition  I  direkt  auf  die  vorgelegte  Funktion  anzuwenden; 
vielmehr  lehrt  die  Differentialrechnung  Regeln,  nach  welchen  die 
Differentiation  verwickelterer  Funktionen  auf  die  von  einfacheren 
zurückgeführt  werden  kann.  Wir  setzen  diese  Regeln,  sowie  die 
Werte  der  Difierentialquotienten  der  einfachsten  Funktionen  hier 
als  bekannt  voraus. 

Ebenso  setzen  wir  als  bekannt  voraus,  daß  eine  durch  eine 
Potenzreihe  dargestellte  Funktion  einer  reellen  Veränderlichen  in 
jedem  innem  Punkte  ihres  Konvergenzintervalls  einen  bestimmten 
Difierentialquotienten  hat,  und  daß  dieser  Differentialquotient  durch 
gliedweise  Differentiation  der  gegebenen  Reihe  gefunden  werden 
kann  (A.  A.  §  70;  vgl.  a.  §  38). 

Endlich  setzen  wir  auch  noch  als  bekannt  voraus,  daß  der 
Differentialquotient,  sofern  er  an  einer  bestimmten  Stelle  im  Innern 
eines  Intervalls  überhaupt  existiert,  eicht  negativ  (nicht  positiv)  sein 
kann,  wenn  die  Funktion  dort  mit  wachsendem  x  wächst  (abnimmt), 
und  daß  er  gleich  Null  sein  muß,  wenn  die  Funktion  dort  ein 
Extremum  hat. 

III.  Der  partielle  Diffentialguotient  einer  Funktion  fix,  y)  nach 
X  bei  konstantem  y  ist  definiert  durch  die   Gleichunq: 

o ,  iX'  ^  lim  /"'^  +  ^'-  'ß  -  ^'^'  y^  . 

dx        ,._^o  ^^ 
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§  28.    Integrale. 

Etwas  ausführlicher  müssen  wir  auf  die  arithmetische  Definition 
des  bestimmten  Integrals  einer  Funktion  einer  reellen  Veränder- 
lichen eingehen.  Sei  ein  Intervall  [a  .  .  .  b)  und  in  ihm  eine  dem 
Betrage  nach  unter  einer  endlichen  Schranke  bleibende  Funktion 
f[x)  gegeben.  Wir  teilen  das  Intervall  in  eine  beliebige  Anzahl 
Teilintervalle  durch  die  Punkte  x^,  .r.^,  .  .  .,  x^,  bestimmen  für  jedes 
dieser  Teilintervalle  die  obere  Schranke  tJ/  der  ihm  angehörenden 
Funktionswerte  und  bilden  die  Summe 

1)  AJ,  (.r,  -  «)  4-  M^  [x^  -  a-i)  +  M^  (jTg  -  .r^)  +  .  .  . 

+  J/„_,(.r„-T„_0+  Mjb-x,y 

Diese  Summe  wird  verschiedene  Werte  haben  können,  je  nach  der 
Auswahl  der  eingeschalteten  Punkte.  Weil  aber  die  Werte  der 
Funktion  in  dem  gegebenen  Intervall  alle  zwischen  zwei  endlichen 
Grenzen  m  und  ili  liegen,  so  liegen  alle  möglichen  Werte  dieser 
Summe  sicher  zwischen  m(b  —  a)  und  M[b  —  a)  xvüd.  haben  daher 
nach  §  23,  II  eine  untere  Schranke. 

I.  Biese  untere  Schranke  der  Uferte  der  Summe  [l)  nennt  man  das 
obere   Jnter/ral   der  Funktion  f{x)  zicischen   den    Grenzen  a  und  b;   in 

Zeichen : 

h 

fj{x]dx. 

a 

Unter  derselben  Voraussetzung  haben  die  Werte  der  Summe 

2)  m^  [x^  -  a]  +  Wj  [x^  -  .rj  +  m^  [x^  -  ;r,)  +  .  .  . 

4-  m„_i  (.r„  -  .r„_i)  +  m,,  {b  -  .r  J  , 

in  der  m^  die  untere  Schranke  der  dem  Intervall  [.i\,  .  .  .  .r^.^j)  an- 
gehörenden Funktionswerte  bezeichnet,  eine  obere  Schranke. 

II.  Biese  obere  Schranke  heißt  das  wintere  Integral  von  /"(./ 
zwischen  den  Grenzen  a  und  b,  in   Zeichen: 

lf[x)dx. 

a 

Jeder  Wert  von  (1)  ist  größer  als  jeder  Wert  von  (2),  auch 
•wenn  man  bei  der  Bildung  von  (2)  andere  Zwischenpunkte  benutzt, 
als  bei  der  Bildung  von  (1);  man  erkennt  das,  wenn  man  jedes  Teil- 
intervall der  bei  (1)  benutzten  Teilung  durch  die  bei  (2)  benutzten 
Teilpunkte  noch  weiter  teilt.  Es  kann  also  auch  das  untere  Integral 
nicht  größer  sein  als  das  obere,  sondern  ihm  höchstens  gleich. 
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III.  IFeun  das  obere  Integral  dem  imtcrcn  gleich  ist,  nennt  man 
ihren  gemeinsamen  Wert  einfach:  das  Integral  von  f{x)  zwischen  a  nnd  b, 
in  Zeichen: 

h 
f  t\x)dx , 

u 

und  sagt  dann:  dir  Funktion  f{.v)  ist  in  dem  Intervall  [a  .  .  .  b)  inte 
gr  irr  bar. 

Das  ist  namentlich  stets  dann  der  Fall,  wenn  f(x)  im  Intervall 
stetig  ist.  Denn  dann  kann  man  nach  §  24,  III  zu  jeder  gegebenen 
positiven  Zahl  «  eine  andere  ö  so  bestimmen,  daß  für  irgend  zwei 
Punkte  .rj,  .r:^  des  Intervalls 

/■(.r,)  -  /•(.7-jl  '  <  -^A_  ^       sobald  nur       '  .v,  -  .7'^  ,  <  ö 
ist.     Dann  ist  aber  auch 

sobald  .r,,^j  -  .1;  '  <  ^  ist.  Wählt  man  also  die  eingeschalteten 
Punkte  so,  daß  diese  Ungleichung  für  jedes  einzelne  Teilintervall  er- 
füllt ist,  so  erhält  man  zwei  Werte  der  Summen  (1)  und  (2),  die 
höchstens  um  £  voneinander  verschieden  sind.  Das  würde  aber 
nicht  möglich  sein,  wenn  die  obere  Schranke  der  kleineren  Summen 
um  mehr  als  e  von  der  unteren  Schranke  der  größeren  entfernt 
wäre.  Da  dies  für  jeden  Wert  von  e  gilt,  so  müssen  die  beiden 
genannten  Schranken  einander  gleich  sein  (A.  A.  §  25,  II).  Damit 
ist  also  der  Satz  bewiesen: 

IV.  Eine  Funktion  ist  in  jedem  Intervall  hitegrierhar,  in  dem  sie 
stetig  ist. 

übrigens  geht  aus  dem  geführten  Beweise  noch  hervor: 

V.  Ist  f{x)  im  Intervall  {a  .  .  .  b)  stetig,  so  kann  man  zu  jeder 
gegebenen  Genauigkeitsgrenze  s  >  0  eine  andere  b  so  bestimmen,  daß 
der    Wert  der  Summe 

4)  K  -  «)/'(lo)  +  G^.  -  •^•^)/'(ll)  +  ...+{b-  xjfil) 

um  weniger  als  s  [b  -  a)  von  dem    Wert  des  Integrals 

^)  .l'f[x)dx 

a 

verschieden  ist,  wie  auch  die  Teilintervalle  (.r,  .  .  .  a-^^J  und  in  ihnen 
die  Zwischemoerte  |^  gewählt  icerden  mögen,  xvenn  nur  jedes  dieser 
Teilintervalle  kleiner  als  d  ist. 

Damit  ist  die  Möglichkeit  gegeben,  das  Integral  einer  stetigen 
Funktion    mit  beliebig  vorgeschriebener  Genauigkeit  zu   berechnen. 
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Die  elementaren  Sätze  über  Integrale  einer  Summe  usw.,  über 
Zerlegung  des  Integrationsintervalls  in  Teilintervalle,  über  Einführung 
einer  neuen  Integrationsveränderlichen  ergeben  sich  aus  der  hier 
benutzten  Definition  des  Integrals  ohne  Schwierigkeit. 

Wird  von  den  beiden  Grenzen  des  Integrals  die  eine  a  fest- 
gehalten, die  andere  h  als  Veränderliche  behandelt  und  als  solche 
mit  .r  bezeichnet,  so  erscheint  der  Integralwert  als  Funktion  dieser 
Veränderlichen;  diese  Funktion  sei  mit  F{x)  bezeichnet.  Sind  m  und 
J/  die  untere  und  die  obere  Schranke  der  Werte  der  Funktion  f  im 

x  +  h 

Intervall  [x  .  .  .  x  -{-  h\  so  liegt  F{x  +  h)  —  F[x)  =ff[^)d^  zwischen 

X 

mh  und  31  h\  also  ist: 

6)  „    <    Z(i±^/:>)      <    ^/; 

daraus  ergibt  sich  auf  jeden  Fall: 

7)  \imF{x  -\-  h]  =  F{x), 

/.->o 

und  wenn  f{x)  überdies  als  stetig  vorausgesetzt  wird: 

oN                                         r       ^^^  +  h)  -  Fix)  ...  . 

8  hm j '-  =  t  \x) , 

d.h. 

VI.  iJcr  Wert  des  Integrals  ist  eine  stetige  und  icenn  der  Integrand 
stetig  ist  auch  eine  differenzierbare  Funktion  seiner  oberen  Grenze;  und  zwar 
ist  im  letzteren  Falle  seine  Ableitung  gleich  der  gegebenen  Funktion  selbst. 

Difi"erenzieren  und  Integrieren  sind  also  reziproke  Operationen. 

Daher  können  die  Regeln  für  die  Integration  einer  rationalen 
ganzen  oder  einer  durch  eine  konvergente  Potenzreihe  darstellbaren 
Funktion  durch  Umkehrung  der  entsprechenden  Differentiations- 
regeln abgeleitet  werden ;  wir  setzen  auch  sie  hier  als  bekannt  voraus. 

Zur  Integration  komplizierterer  Funktionen  gelangen  wir  von 
da  aus  durch  den  Satz: 

Vir.    Ist  im  Intervall  [a  .  .  .  b)  gleichmäßig 

9)  \imfj,x)  =  f{x), 

n->-oo 

und  sind  die  einzelnen  Funktionen  f^{x)  stetig,  so  ist  auch 

10)  lim   ./■  /;,  [x)  dx  =  f  fix)  d X  . 

n  ->  00   (i  a 

Die  Voraussetzung  der  Gleichmäßigkeit  des  Grenzüberganges  (9) 
besagt:  man  kann  zu  jedem  c  >  0  eine  positive  ganze  Zahl  N  so 
bestimmen,  daß  für  alle  x  des  Intervalls  a^x^b: 

11)  ;  /'(.r)'  -  Z;^  (.t)  ,  <  f ,        sobald       n  >  N . 
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Daraus  folgt  zunächst  (A.  A,  §  53),  daß  f{x)  eine  stetige  und  somit  eine 
iutegrierbare  Funktion  ist.  Nach  einer  der  als  bekannt  vorausgesetzten 
elementaren  Integrationsregeln  ist  das  Integral  einer  Differenz  gleich 
der  Differenz  der  Integrale  von  Minuend  und  Subtrahend  und  der 
absolute  Betrag  eines  Integrals  höchstens  gleich  dem  Integral  des 
absoluten  Betrags  des  Integranden;  also  folgt  aus  (11): 

1 2)   I  /fix)  dx  -ft\  {^)  dx  I  ^f\f[x)  -  fjx)  \dx<e[b-  a],  sobald  n  >  i\. 

a  ((  a 

Da  e{b  —  a)  durch  geeignete  Wahl  von  e  beliebig  klein  gemacht 
werden  kann,  besagt  (12)  soviel  wie  (10). 

VIII.  Insbesondere  darf  eine  gleichmäßig  konvergente  unendliche 
Beihe,  deren  einzelne  Glieder  stetige  Funktionen  sind,  gliedioeise  inte- 
griert werden. 

Für  die  Differentiation  gelten  nicht  entsprechende  Sätze. 
Doch  kann  man  durch  Anwendung  von  VII  und  VIII  auf  die  Funk- 
tionen df\^{x)ldx  zu  den  beiden  folgenden  Sätzen  gelangen: 

IX.  Ist  für  alle  x  eines  Intervalls  J : 

\imfjx)  =  f[x], 

sind  ferner  die  Funktionen  df^{x)jdx  in  J  stetig  und  nähert 
sich  überdies  d  f^^{x)  j d x  mit  wachsendem  n  gleichmäßig  in  J 
einer  bestimmten  Grenzfunktion  cf{x)^  so  hat  f{x)  in  J  eine  be- 
stimmte Ableitung  und  diese  ist  gleich  q^  [x). 

X.  Eine  in   T  konvergente  Reihe 

Uq  {x)  +  u^  {x)  +  u^  ix)  +  ■  .  . 

von  Funktionen  mit  stetigen  Ableitungen  darf  gliediceisc  differentieri 
werden^  wenn  die  so  entstehende  Reihe  in  J  gleichmäßig  kon- 
vergiert. 

Aus  den  bei  Satz  IX  gemachten  Voraussetzungen  folgt  nämlich 
nach  (10)  für  irgend  zwei  in  •/  gelegene  Zahlen  a  und  x: 

X  X 

■  ^^^  f^^l  =  [9(1)^1. 

n  ->-  oo  «^  "  ^  ^ 

a  a 

lim   {fM-fM)=f9i^)d^, 

n->-oo  a 

.       f[x)-f{a)=fcp[l)dl. 

a 

Da  cf  {x)  in  I  stetig  ist  (A.  A.  §  53),  steht  hier  rechts  eine  Funktion^ 

BüHKUiRDT,  Funktionen.    T.  2.    Fünfte  Aufl  ' 


98     111.   Definitionen  u.  Sätze  aus  der  Theorie  der  reellen  Veränderlichen. 


deren    Differentialqaotient   nach  VI    existiert    und    gleich  cf  (r)    ist, 

d.  h.  es  ist 

f  (t)  =  ff  (x) , 

w.  z.  b.  w. 

Satz  X  ergibt  sich  hieraus,  indem  man 

?/o  (x)  +  Mj  (a-)  +  .  .  .  +  n^  [x)  =  /;  (.r) 
setzt. 

Die  Ausdehnung  der  Sätze  VII — X  auf  den  Fall  daß  man  mit 
dem    allgemeinen    Begrifif  des  stetigen   Grenzüberganges    (lim,    lim 

y  ->  oo-      y  ->-  .■ 

statt  lim  (A.  A.  §  49)  zu  tun  hat,  bietet  keine  neue  Schwierigkeit. 


§  29-  Kurvenintegrale. 

I.  Ist  in  der  Ebene  ein  (rehtifizierbarer)  Weg  C  von  einem  Pnnht 
mit  der  Abzisse  a  nach  einem  Punkt  mit  der  Abszisse  b  durch  die 
monotone  und  stetige  Funktion 

1)  y  =  m 

gegeben,  und  eine  wenigstens  längs  dieses  Weges  stetige  Funktion  P[x.g)^, 
so  versteht  man  unter  dem  Kurvenintegral 

2)  fl'{^;!/)dx 

{C) 

das  Integral: 

3)  fP{x,f{x))dx, 

a 

IL  Bas  Kurvenintegral  ändert  sein  Vorzeichen,  icenn  man  dm 
Sinn  ändert,  in  welchem  die   Ktirve  durchlaufen  icerdeh  soll. 

Entsprechend  ist  fQ{x,g)dy  zu  definieren;  statt  /"Prf.r  -j-J'Qdg 
schreibt  man  kürzer 

4)  J\Pdx+  Qdy). 

Das  Kurvenintegral  über  einen  beliebigen  Weg  (§  25.  XI)  kauu 
dann  dadurch  definiert  werden,  daß  man  den  Weg  in  Stücke  von 
der  Art  zerlegt,  daß  für  jedes  dieser  Stücke  sowohl  //  eine  monotone 
Funktion  von  x,  als  auch  x  eine  monotone  Funktion  von  ?/  ist,  und 
hierauf  die  Summe  der  Integrale  über  die  einzelnen  Stücke  bildet. - 


^  D.h.  'P(x, ,;//,)  —  P{x.,,y^)\  wird  beliebig  kleiu.  wenn  .Tj  . //,  \\i\d  x...  ij^ 
genügend  benachbarte  Punkte  auf  C  sind. 

-  Konstaut  sein  gilt  auch  als  Monotonie;  d.  h.:  der  Weg  darf  auch  stüek- 
weise  aus  Parallelen  zu  den  Achsen  bestehen. 
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Sind  die  den  Weg  definierenden  Funktionen  .x  =  (p{t),  1/  =  U'{t) 
differenzierbar,  so  ist: 

4)  f{Pd.v  +Qd  y)  =  f\P  cp'  it)  +Qy,'  (/)!  d  t . 

Aber  auch  wenn  das  nicht  der  Fall  ist,  läßt  sich  das  Kurven - 
integral  mit  beliebiger  Annäherung  durch   eine  Summe   der  Form: 

berechnen  (§  28  (4)). 

Auf  Grund  der  Definition  eines  Kurvenintegrals  übertragen  sich 
auf  Kurvenintegrale  ohne  weiteres  eine  Menge  von  Sätzen,  die  in 
der  Integralrechnung  für  Integrale  über  ein  Intervall  der  einen 
Integrationsveränderlichen  bewiesen  werden;  als  Beispiel  seien  die 
Sätze  VII  und  YIII  des  vorigen  Paragraphen  erwähnt. 

Statt  (5)  kann  man  selbstverständlich  ebensogut  folgenden 
Näherungswert  für  das  Integral  (4)  ansetzen 

n 

5')        2  i^(^V'  i^,)  i-^v + 1  -  ^,.)  +  Q  (^v  ^  i;  i/v + 1)  (]/.■ + 1  -  i/r)] ; 
.=0 

die  Punkte  x^,  y^,  liegen  auf  C  und  durch  Wahl  von  n  ist  zu  er- 
reichen, daß  zwei  aufeinander  folgende  dieser  Punkte  eine  beliebig 
kleine  Entfernung  haben. 

Nun  wollen  wir  im  folgenden  stets  voraussetzen,  daß  P{x,y\ 
Q  (x,  y)  nicht  nur  für  die  Punkte  von  C,  sondern  für  die  Punkte 
eines  Bereiches  B,  dem  alle  Punkte  von  C  (als  innere  Punkte)  an- 
gehören, stetige  Funktionen  der  zwei  Yeränderlichen  Xyy  sind.  Wir 
werden  dann  den  Anfangspunkt  A  oder  x^y^  und  den  Endpunkt  E 
oder  Xnj^x,  ?/„^i  durch  eine  von  C  verschiedene  (in  ^verlaufende) 
Kurve  C  verbinden  und  uns  fragen,  welchen  Einfluß  diese  Ver- 
änderung des  Integrationswegs  auf  den  Wert  des  Integrals  (4)  hat. 
Für  C  wählen  wir  zunächst  einen  Treppenweg,  d.  h.  einen  Wecf, 
der  aus  geradlinigen  Stücken  besteht,  die  abwechselnd  zur  x-  und 
y-Achse  parallel  sind. 

Die  Ecken  der  Treppe,  zu  denen  wir  auch  den  Anfangs- 
punkt A  und  den  Endpunkt  E  rechnen,   mögen  die  Koordinaten 

6)         ^0^0'  •■^'oi/i'  •'^'i^i'  ^i.V2'  •  •  •      ^»yn+i»  •^•«+1;  y«+i 

haben.  Die  Punkte  x^y^,  a-, 3/,,  .  .  .  .r„  +  i,  y^  +  i  mögen  die  gleichen 
sein  wie  vorhin  in  (5');  dann  kann  (5)  auch  als  beliebig  gute 
Näherung  des  über  den  Treppenweg  erstreckten  Integrals  l'{Pdx-\-Qdy) 
angesehen  werden,  falls  nur  die  Punkte  '6)  nahe  genug  aufeinander 
folgen  (§  28  (4)). 
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Man  kann  auch  noch  verlangen,  daß  alle  Eckpunkte  des 
approximierenden  Treppenweges  rationale  Koordinaten  haben  sollen, 
wenn  man  sich  noch  mit  Berufung  auf  die  Stetigkeit  der  Funk- 
tionen P,  ^  in  ^  vorbehält,  die  auf  C  liegenden  Ecken  durch  be- 
nachbarte zu  ersetzen.  Ist  dann  N  irgendein  gemeinsamer  Nenner 
sämtlicher  Eckenkoordinaten,  ist  ferner  das  Treppenpolygon  ge- 
schlossen und  bildet  es  die  Begrenzung  eines  einfach  zusammen- 
hängenden Bereichs,  so  kann  man   diesen  offenbar  durch  Parallele 

zu  den  Achsen  in  Quadrate  von  der  Seitenlänge  ^   einteilen.     Von 

dieser  Bemerkung  werden  wir  bald  Gebrauch  machen. 

Vorerst  vermerken  wir  als  Ergebnis  unserer  Überlegungen 
folgenden  Satz: 

III.  Jedes  Kurvenintegral  kann  mit  beliebiger  Annäherung  durch 
ein  Treppenintegral  ersetzt  werden;  dabei  dürfen  die  Koordinaten  der 
Treppenecken  als  rationale  Zahlen  vorausgesetzt  werden. 

Wir  haben  uns  insbesondere  zu  fragen:  Wann  hängt  ein 
Kurvenintegral  nur  von  den  Endpunkten,  aber  im  übrigen  nicht  vom 
Verlauf  der  Kurve  C  ab?  und  bemerken: 

IV.  Ist  Fdx-\-Qdy  gleich  dem  vollständigen  Differential  dF 
einer  in  einem  Bereich  B  eindeutigen  vnd  stetigen  Funktion  F{x,y), 
d.  h.  ist 


so  ist 


^  -    dz*  ^~    dy  ' 

r'  y') 


7)  J    \Pd.r  -\.qdy\^  F[x\y'\  -  F\x^,y^\, 

(■Co  y<i) 
wie  auch  der  Integra tionsiceg  vonix^^y^^^  nach  \x' y')  in  dem  betrachtfft«-n 
Bereich  gewählt  werden  möge. 

Das    ist   sofort   einzusehen,    wenn  rp\t\,  ip\t)  längs  des  Weges 
abteilungsweise    differenzierbar   sind,    also    beispielsweise,    wenn    es 
sich  um  einen  Treppenweg  bandelt;   denn  dann  geht  der  Integrand    ■ 
auf  der   linken    Seite    von  |7i    durch   Einführung  der  Integrations- 
veränderlichen t  über  in: 

d  F    dx   j^    ,     b  !•'    dy    ,  ^        dF    ,  . 
d  X     dt  '     ay      dt  .  dt 

Für  andere  W^ege  kommt  man  dann  mit  Hilfe  des  Satzes  III  zu 
demselben  Ergebnis.  Läßt  man  in  IV  den  Punkt  (lo.'/o'  mit  i.r'//'l 
zusammenfallen,  so  gelangt  man  zu  dem  folgenden  im  Grunde  mit 
IV  übereinstimmenden  Satz: 
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IV a.  Ist  Pdx-\-  Qdy  gleich  dem  vollständigen  Differential  dF 
einer  in  B  eindeutigen  Funktion  F{x,y],  so  ist  f(Pdx-\-Qdy\,  er- 
streckt über  eine  in  B  verlaufende  geschlossene  Kurve,  gleich  Kuli. 

Im  allgemeinen  hängt  der  Wert  eines  Kurvenintegrals,  ge- 
nommen über  einen  zwei  bestimmte  Punkte  der  Ebene  verbindenden 
Weg,  nicht  nur  von  jenen  zwei  Punkten  ab,  sondern  ganz  wesentlich 
noch  von  dem  Wege:  zwei  Wege,  die  dieselben  zwei  Punkte  ver- 
binden, geben  im  allgemeinen  verschiedene  Integralwerte.  Ins- 
besondere gibt  ein  geschlossener  Weg  nicht  notwendig  den  Inte- 
gralwert Null. 

Verbinden  wir  zwei  Punkte  BD  eines  geschlossenen  doppel- 
punktlosen Integrationsweges  AB  CDA  durch  einen  Weg  BEL, 
der  den  ersteren  nicht  schneidet,  so  kommen  zwei  ebenfalls  ge- 
schlossene Integrationswege  ABEBA  und  BGBEB  zustande.  Es 
ist  dann  allgemein: 


/ 


ABEDA 

und 


/ 


Fig.  15. 


ABC}>A 

aber  auch: 


also: 

ABCBA  ADEDA         ECDEB 

Durch  Wiederholung  dieses  Schlusses  kommt  man  zu  dem  Satze: 

V,  IVird  ein  einfach  zusammenhängender  Bereich  durch  irgend- 
welche Wege  in  eine  beliebige  Anzahl  von  einfach  zusammenhängenden 
Teilbereichen  geteilt,  so  ist  ein  beliebiges  Integral,  genommen  nm  die 
Begrenzung  des  ganzen  Bereiches,  gleich  der  Summe  der  entsprechenden 
Integrale,  genommen  in  derselben  JJmlaufsrichtung  um  die  Begrenzungen 
der  einzelnen  Teilbereiche. 

Aus  V  folgt  weiter: 

VI.  Ist  ein  einfach  zusammenhängender  Bereich  B  gegeben  und  ist 

fPdx+Qdij 

stets  Ntdl,  wenn  man  das  Integral  über  den  Umfang  jedes  beliebigen 
in  B  gelegenen  Quadrats  mit  Seifen  parallel  zu  den  Koordinatenachsen 
erstreckt,    so    ist    das    Integral    auch    Null,    wenn    man    es    über    den 
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Umfang    irgendeiner    in    B   gelegenen    doppelpunhtslosen   geschlossenen 
Kurve  C  erstreckt. 

Ist  C  ein  Treppenpolygon  mit  rationalen  Eckenkoordinaten,  so 
folgt  die  Richtigkeit  der  Behauptung  sofort  aus  V,  da  dann  der  von 
C  begrenzte  Teilbereich  in  Quadrate  mit  Seiten  parallel  den  Achsen 
zerlegt  werden  kann.  Ist  aber  C  kein  solches  Treppenpolygon,  so 
ergibt  sich  aus  III,  daß  der  Integral  wert  dem  Betrage  nach  kleiner 
als  jede  noch  so  kleine  positive  Zahl,  d.  h.  also  Null  ist. 


VIERTER  ABSCHNITT. 


Eindeutige  analytische  Funktionen  einer  komplexen 
Veränderlichen. 

§  30.    Vorbemerkungen. 

Im  zweiten  Abschnitt  haben  wir  bereits  die  rationalen  Funk- 
tionen einer  komplexen  Veränderlichen  z  untersucht;  die  allgemeine 
Erörterung  des  Begriffes,  den  wir  mit  den  Worten  „Funktion  einer 
komplexen  Veränderlichen"  verbinden,  haben  wir  damals  noch  hinaus- 
geschoben.   Wir  müssen  jetzt  an  sie  herangehen. 

Man  könnte  ja  A"  +  i  Y  im  allgemeinsten  Sinne  eine  Funktion 
von  X -\- i y  nennen,  wenn  die  reellen  Zahlen  X,  Y  Funktionen  der 
reellen  Veränderlichen  .r,  ?/  sind.  Dann  würde  die  Theorie  der  Funk- 
tionen einer  komplexen  Veränderlichen  nichts  anderes  sein,  als  die 
Theorie  der  Paare  von  Funktionen  zweier  reellen  Veränderlichen. 
Es  ist  jedoch  üblich,  das  Wort  in  einem  engeren  Sinne  zu  gebrauchen, 
so  daß  die  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen 
nur  einen  besonders  wichtigen  und  leicht  zugänglichen  Abschnitt  au> 
der  Theorie  der  Funktionen   zweier  reeller  Veränderlichen  vorstellt. 

Als  nächsten  Schritt  über  die  rationalen  Funktionen  hinau^  mag 
man   den   ansehen,  der  darin  besteht,  daß  man  von  einen  Polynom 

«0  +  aj  (r  -  ff)  +  o,  (c  -  a)-  -f-  .  . .  +  o Jr  -  af 
zu  einer  konvergenten  unendlichen  Reihe 

«0  +  «1  (-    -  «)  +  "2  (-    -«)''+•.• 

übergeht.     Durch   solche  Potenzreihen  hat  Weierstrass  die  Funk- 
tionen einer  komplexen  Veränderlichen  definiert.     Cauchy  und  Rie- 
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MANN  dagegen  knüpfen  überhaupt  nicht  an  eine  analytische  Aus- 
(Irucksform  an,  sondern  an  eine  bestimmte  Eigenschaft,  die  jeder 
rationalen  Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen  zukommt,  aber 
nicht  jedem  Ausdruck  X-\-iY,  dessen  Glieder  rationale  Funktionen 
der  reellen  Veränderlichen  r,  y  sind.  Dieser  Auffassung  wollen  wir 
uns  anschließen ;  dazu  müssen  wir  vor  allem  diese  unterscheidetende 
Eigenschaft  der  rationalen  Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen 
kennen  lernen,  was  einiger  Vorbereitungen  bedarf. 

^  30  a.    Grenzwerte  von  konvergenten  Folgen  komplexer  Zahlen. 

Die  Übertragung  des  Begriffs  einer  konvergenten  Zahlenfolge  auf 
komplexe  Zahlen  bietet  keine  wesentliche  Schwierigkeit.    Denn  wenn 

1)  \x-\-  iy\<  s. 

ist,  so  ist  auch  (vgl.  die  Bemerkung  bei  §25,1): 

1')  1^;  <  «»      |y|  <  «• 

Ist  also  eine  Folge  komplexer  Zahlen 

~0  =  -^O  +   '>0'     -1    =  -'"l    +   «>1^     -2   =  •^2   +  ^>2^    •  •  •'     ^n  =' ^n  +  «>«'    '  "  ' 

so  beschaffen,  daß  man  zu  jeder  gegebenen  Genauigkeitsgrenze  6  >  0 
den  Index  n  so  bestimmen  kann,  daß  für  jedes  positive  p 

')  !  ^"+i>   -   ^u  I    <    « 

wird,  so  wird  für  denselben  Wert  des  Index  n  auch: 

2')  '  -'^n+p  --^n  '    <   «,  I  Vn  +  p  "  J/„  j   <   « 

für  jedes  positive  />;  die  reellen  und  die  rein  imaginären  Bestand- 
teile der  z  bilden  daher  dann  je  für  sich  konvergente  Zahlenfolgen, 
und  es  existieren  die  Grenzwerte: 

3)  lim:i-^  =  ö,       liniy„  =  b. 

n  — >■  oo  n  ->•  oo 

Umgekehrt,  wenn  die  Ungleichungen  (2')  für  ein  bestimmtes  n  und 
alle  positiven  p  bestehen,  so  besteht  in  demselben  Umfang  auch  die 
Ungleichung: 

^)  Un+i.  -  ~J<el/2. 

Indem    wir    a  -\-  ib^=  c   setzen,    ziehen   wir   die    beiden    Grenzglei- 
chungen (3)  zu  einer  zusammen;  d.  h.  wir  definieren: 
I.  Die   Grenzgleichuny: 

lim  r,^  =  c 

n->oo 

soll  nichts  anderes  bedeuten  als  das  System  der  beideri  Gleichungen  (5). 
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Daran  können  wir  sofort  die  weitere  Definition  anschließen 
(Vgl.  A.  A.  §  38): 

IL  Eine  unendliche  Feihe  von  komplexen   Gliedern 

^0   +  ~1   +  ~2  +  •■•   +  --«  +  ••  • 

heipt  Jinnverf/ent,    und  die  komplexe  Zahl  S  heißt  Summe  dieser  Heilte 
tcenn  der   Grenzwert 

5)  lim  (ro  +  rj  +  r^  +  . . .  +  ^J 

71  — >  OO  _ 

existiert  und  gleich   S  ist. 

Nur  eine  andere  Fassung  dieser  Definition  ist  die  folgende' Aussage : 

III.  Für  die  Konverfjenz  einer  unendlichen  Beihi'  von  komplexen 
Größen  ist  notu^endig  und  hinreichend,  daß  die  aus  den  reellen  Be- 
standteilen einerseits,  den  rein  imaginären  andererseits  gebildeten  Reihen 
konvergieren. 

"Wir  definieren  ferner: 

IV.  Eine  Beihe  von  komplexen  Gliedern  heißt  absolut  konvergent, 
wenn  die  atis  iliren  absoluten  Beträgen  gebildete  Beihe  konvergiert. 

Aus  (1),  {V)  ergibt  sich  dann  der  Satz: 

ac  — 

\.    Konvergiert    eine   B eilte    von    komplexen    Gliedern    ^\[x-\-itf^\ 

?,  =  0 

absolut  so  konvergieren  auch  die  aus  ihren  reellen  und  ihren  imaginären 

OO  OO 

Bestandteilen  gebildeten  Beihen  2*^'«  ""^  2.^»  absolut; 

71  =  0  )l  =  0" 

und  aus  ihm  auf  Grund  von  A.A.  §  58,  I  der  weitere: 

VI.  Die.  Suntme  einer  absolut  konvergenten  Beihe  komplexer  Großen 
ist  unabhängig  von  der  Beihenfolge  der   Glieder. 

§  31.   Stetigkeit  der  rationalen  Funktionen  einer  komplexen  Variabein. 

Der  Vollständigkeit  wegen  beginnen  wir  mit  der  Definition: 
I.    Unter    einer    komplexen    Funktion    einer    oder    mehrerer    reellen 

Veränderlichen^  verstehen  wir  eine  komplexe  Veränderliche  Z  =  X  -{•  i }  . 

deren   Komponenttn   X.  Y  Funktionen  jener  Veränderlichen  sind. 

Ist  die  Anzahl  der  unabhängigen  Veränderlichen  zwei  und  sind 

sie  mit  .?•,  y  bezeichnet,  so  können  wir  sie  auch  zu  einer  komplexen 

Veränderlichen  z  =  x  -\-  ig  zusammenfassen  und  schreiben 

1)  Z  =  t\z). 

'  Von  diesem  hier  nur  nebenbei  eingeführten  Begrirt'e  ist  der  wichtig»' 
Begriff  der  ,, Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen",  der  im  Texte  ent- 
wickelt wird,  wohl  zu  unterscheiden. 
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Wir  wollen  das  vorläufig  in  der  Tat  tun,  wenn  wir  auch  diese  Be- 
zeichnung später  nur  in  einem  engeren  Sinne  benutzen  werden. 

Der  Begriff  der  Stetigkeit  (§  24;  A.  A.  §  48)  überträgt  sich  aui 
Grund  der  Definitionen  von  §  30a  unmittelbar  auf  komplexe  Funk- 
tionen: 

II.  hiitr  Itomplexc  Finihtioit  heifit  an  einer  besti/nmie/i  Stelle  z  =  a 
stetig,  wenn  die   Gleichung 

lim /-(rj  =  /■(«) 

»i— >oo 

besteht  für  jede  Zahlenfolge^  für  die 

3)  lim  ^„  =  fl 

n— >■  oo 

ist  und  in  der  Zahl  z  =  a  selbst  nicht  vorkommt. 

Hält  man  diese  Definition  mit  den  Auseinandersetzungen  von 
sj  26  zusammen,  so  sieht  man,  daB  sie  gleichbedeutend  mit  der 
folgenden  ist: 

Eine  Funhtion  einer  komplexen  Veränderlichen  z  =  x  -\-  iy  wird 
nur  dann  als  eine  stetige  Funktion  von  z  angesehen,  wenn  sie  in  dem 
§  20^  III  definierten  Sinn  eine  stetige  Funktion  der  beiden  reellen  Ter- 
änderlichen  x  und  y  ist. 

Dementsprechend  verfahren  wir  überhaupt  bei  der  Übertragung 
des  allgemeinen  Begriffs  des  Grenzüberganges  (A.  A.  §  49)  auf  kom- 
plexe Funktionen;  wir  sagen: 

III.  I)ie   Gleichung 

4;  lim  /\r)  =  h 

/»■deutet  soviel  wie:  für  jede  gegen  a  konvergierende  Folge  von  a  ver- 
schiedener Zahlen  z^,  z^,  .  .  . ,  z^,  .  .  .  ist 
5;  lim/-(zJ  =  Ä. 

n— >-oo 

Wir  schreiben  einer  komplexen  Funktion  also  nur  dann  an 
einer  bestimmten  Stelle  einen  bestimmten  Grenzwert  zu,  wenn  dieser 
Grenzwert  bei  Benutzung  beliebiger  Annäherungswerte  für  das  Argu- 
ment erreicht  wird,  oder  wie  wir  es  wohl  geometrisch  ausdrücken, 
wenn  wir  uns  demselben  Funktionswert  nähern,  längs  welcher  Kurve 
wir    auch    das    Argument    seinem    Grenzwert    sich    nähern    lassen. 

IV.  Der  Satz,  daß  Summe.  Differenz.  Prodickt,  und,  icenn  de- 
Senner  nicht  Null  ist,  auch  der  Quotient  zweier  stetiger  Funktionen 
■^rlbst  wieder  .stetige  Funktionen  sind,  gilt  für  komplexe  Veränderliche, 
wie  für  reelle. 

Denn  der  Beweis"  dieses  Satzes  (A.  A.  §  51)  beruht  nur  auf  den 
beiden   Sätzen:    |a±^|^|ö|  +  |/>'|    und    \ab\  —  'a\'\b\,   \a:b\  ■= 
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^  a\:\b\.  Diese  beiden  Sätze  gelten  aber  für  komplexe  Zahlen  wie 
für  reelle  (§  5,  III;  §  6,  I;  §  7,  II). 

Da  aus  der  Definition  II  unmittelbar  folgt,  daß  r  selbst  eine 
stetige  Funktion  von  z  ist,  so  ergibt  sich: 

V.  JEine  rationale  Funktioii  einer  komplexen  ]  eränderlicken  ist 
überall  da  stetig,  wo  sie  endlich  ist. 

Man  hat  dabei  nur  die  Festsetzungen  von  §  20  zu  beachten, 
denen  zufolge  eine  rationale  Funktion  immer  auf  eine  solche  Form 
gebracht  werden  kann,  daß  der  Nenner  nur  da  Null  wird,  wo  die 
Funktion  nicht  mehr  endlich  bleibt. 

Ferner  folgt  aus  den  Entwicklungen  von  §  20: 

VI.  In  den  Pulen,  in  icelchen  die  rationale  Funktion  selbst  nicht 
mehr  stetig  ist,  ist  wenigstens  ihr  reziproker    iFert  stetig. 

Die  Sätze  V  und  VI  beziehen  sich  zunächst  auf  endliche 
Werte  der  unabhängigen  Veränderlichen;   an  der  Stelle  oo  nennen 

wie  die  rationale  Funktion  f{z)   stetig,  wenn  ff[~')  =  f[  j-\    an    der 

Stelle  z'  =  0  stetig  ist  (vgl.  §  20),  dann  gilt 

VII.  Auch  für  z  =  oc  ist  eine  rationale  Funktion  entweder  selbst 
stetig,  oder  ihr  reziproker    If  ert  [oder  beide). 

Gleichungen  der  Form: 

6)  /"(rj  =  00  ,       /'(oo)  =  tc^ ,       /-(oo)  =  oc 

war  in  §  20  durch  Definition  eine  Bedeutung  beigelegt  worden. 
Andererseits  kann  man  den  Sinn  solcher  Gleichungen  noch  in  einer 
andern  Weise  festlegen: 

VIII.  /"(r(j)=oc  bedeutet:  zu  jeder  gegebenen  positiven  Grüße  M 
Hißt  sich  eine  andere  Ö  so  bestimmen,  daß: 

I  /'(Zo  +  C)  I  >  M,     sobald     0  <  |  ^    <  <)' . 

IX.  f{cc)  =  w^  bedeutet:  zu  jeder  gegebenen  positiven  Große  £ 
läßt  sich  eine  andere  N  so  bestimmen,  daß: 

\f[z)-tv^\<e,     .sobald     \z\>N. 

X.  /  (oo)  =  00  bedeutet:  zu  jeder  gegebenen  positiven  Größe  M 
läßt  sich  eine  andere  N  so  bestimmen,  daß: 

I  f{z)  I  >  M,     sobald      z    >  iV. 

Die  Sätze  VI  und  VII   sagen  dann  aus: 

XI.  Bei  rationalen  Funktionen  stehen  diese  beiden  Anffassungcn 
iles  Zeichens  00  nie  im  H  iderspruch ;  jede  solche  Gleichung  (fi),  die 
bei  der  einen  Auffassung  richtig  ist,  ist  es  auch  bei  der  andern. 

Geometrisch  sagen  die  Sätze  dieses  Paragraphen  aus: 
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XII.  Die  durch  eine  rationalr  Funktion  w  =  f\z)  vermittelte  Ab- 
bilduny  der  z-Kugel  auf  die  iv-Kugel  ist  überall  stetig,  auch  in  der 
Umgebung  des  Punhtes  qc  sowie  der  Fole  von  f{z)  auf  der  z-Kugel 
(S.  Fußnote  von  S.  54). 

§  32.     Differentialquotient  einer  rationalen  Funktion  einer 
l(omplexen  Veränderlichen. 

Um  die  am  Schlüsse  von  §  30  angekündigte  Untersuchung  weiter- 
zuführen, betrachten  wir  für  einen  bestimmten  Wert  z,,  von  z—x-\-ii/, 
für  welchen  die  rationale  Funktion  /"(-)  endlich  is*,  den  Quotienten: 

als  Funktion  von  C.  Er  ist  eine  rationale  Funktion  von  ^',  die  für 
■1=0  in  der  unhestimmten  Form  0/0  erscheint.  In  der  Differen- 
tialrechnung wird  unter  Beschränkung  auf  reelle  z^,  ^  und  auf  reelle 
Koeffizienten  von  f{z)  gezeigt,  daß  xp[J^)  unter  der  Voraussetzung 
f[z^  4=  00  für  ^"  =  0  einen  bestimmten  (noch  von  z^  abhängigen) 
Grenzwert  besitzt,  den  man  mit  f  {z^  bezeichnet.  Alle  Über- 
legungen, die  zu  diesem  Nachweis  nötig  sind,  bleiben  ohne  Änderung 
gültig,  wenn  man  die  Beschränkung  aufs  Reelle  aufhebt;  es 
existiert  also  für  irgend  eine  rationale  Funktion  f[z)  und  für  jede 
endliche  komplexe  Zahl  Cg,  falls  nur  /'(z'o)  4=  cc  ist,  der  Grenzwert 
2)  lim  ß_^(L +JLr_/(^o)  ^  i''  (^^^  ^ 

in  irelcher  U'eise  auch  ^'  gegen  Null  konvergiert.  Wir  sprechen  dieses 
Ergebnis  in  folgendem  Satze  aus: 

I.  Eine  rationale  Funktion  f[z]  einer  komplexen  J  eränderlichen 
hat  in  jedem  Punkte  z,  in  tvelchem  sie  endlich  ist,  einen  bestimmten 
von  der  Art,  wie  Z  in  (2)  der  JSidl  sich  nähert,  unabhängigen  iJiffe- 
rentialquotienten : 

der  nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung  für  reelle  Veränderliche 
und  Funktionen  gefunden   werden  kann. 

Nun  ist  leicht  zu  sehen,  daß  diese  Eigenschaft  nicht  jedem 
Ausdruck  u  -\-  iv  zukommt,  dessen  Glieder  rationale  Funktionen 
von  X  und  y  sind.  Denn  für  einen  solchen  Ausdruck  ist  nach 
elementaren  Sätzen  der  Differentialrechnung  für  Funktionen  zweier 
Veränderlicher  die  Totaländerung: 

A       ,     ■    1  I c  u     ^     .  6  r     ,        \    .       ,    /  d  u     ,     .  dv     ,        \    . 
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wo  £j,  62  Größen  bezeichnen,  die  mit     J.r    +  'zfy    unendlich  klein 
werden.^     Der  Differenzenquotient 

J  u  -T-  i  J  r 
Ax  -\-  t  Atj 

kann  also  geschrieben  werden: 

(du        .  ö  /■  \       (du        .  d  V     ,       \  Ay 

\dx  6  X         '/       \  dy  oy         * )  A  x 

1  +  i—^ 

A  X 
Lassen  wir  nun  Ay  und  Ax  in  der  Weise  gegen  Null  konvergieren, 
daß  der  Quotient  Ay\ Ax  gegen  einen  bestimmten  Grenzwert^  dyldx 
konvergiert  (d.  h.  geometrisch  ausgedrückt,  lassen  wir  den  Punkt 
X  -\-  Ax,y  ■\-  Ay)  sich  dem  Punkte  (.r, ;/)  auf  einer  Kurve  nähern, 
die  in  (ar,  y)  eine  bestimmte  Tangente  hat),  so  konvergiert  der  ge- 
nannte Differenzenquotient  gegen  den  Grenzwert: 

b  u         .  b  V  \       (du         .  d  V  \  dy 
+  i-^ —     +    -T —  +  «  ' 


X  1       \  dy 


d  X  d  X  I       \  dy  d  y  j  dx 

■  dy 
d  X 

Dieser  Grenzwert  wird  im  allgemeinen  ganz  wesentlich  von  dyjdx 
abhängen;  er  wird  dann  und  nur  dann  davon  unabhängig  sein,  wenn 
im  Zähler  (ebenso  wie  im  Nenner)  das  von  dyjdx  freie  Glied  sich 
zu  dem  Koeffizienten  von  dyjdx  verhält  wie  1:?,  m.  a.  W.  wenn 
,  >  d  u     ,    .  d  V  .  (  d  IC     ,     .  d 


d  y  d  y  \  d  x  d  x 

ist.     Diese   Gleichung   besteht    aber   (§  2,    I)    dann    und   nur  dann, 

wenn  einzeln: 

'  i    d  II   d  f 

K\  )  ~^  ~~~  bx 

'  I    dv    _  du 

^    d  y  d  X 

ist.     Wir  haben  also  zunächst  den  Satz: 


\  Bei  der  Herleitung  dieses  ,, Satzes   vom   vollständigen  Differential"  ge- 

d  II 
nügt   es    nicht,    die  bloße  Existenz  der  partiellen   Differentialquotienten  -5 — , 

-i--    ,    -= — ,    -X—     vorauszusetzen,  daeegen   gilt   der  Satz   sicher,   wenn   diese 

d  y         d  x        d  y 

Ableitungen  stetige  Funktionen  von  x  und  y  sind,  also  beispielsweise  wenn, 
wie  oben  n,  v  rationale,  an  der  betrachteten  Stelle  endliche  Funktionen  von 
X  und  ij  sind. 

-  Der  hier  auch  00  sein  kann. 
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II.  Ein  Ausdruck  der  Form  u  +  iv,  in  welchem  u,  v  rationale 
Funktionen  von  x  und  y  bedeuten,  kann  nicht  auf  die  Form  einer 
rationalen  Funktion  von  z  =  x  -\-  iij  gebracht  werden,  wenn  u  und  v 
nicht  den  partiellen  JJifferentialglcichangen  [5)  genügen. 

Andererseits  beachte  man,  daß  für  rationale  Funktionen  die 
formalen  Eechnungsregeln  der  Difierentialrechnung  samt  ihren  Be- 
weisen bei  komplexen  Veränderlichen  ebenso  gelten  wie  bei  reellen. 
So  können  wir  z.  B.  in  eine  rationale  Funktion  der  zwei  Veränder- 
lichen X  und  g  an  Stelle  von  x  als  unabhängige  Veränderliche 
z—x-]^ig  neben  g  einführen;  unterscheiden  wii  dann  die  nach 
diesen  neuen  unabhängigen  Veränderlichen  genommenen  partiellen 
Differentialquotienten  von  den  auf  x  und  y  als  unabhängige  Ver- 
änderliche bezogenen  dadurch,  daß  wir  sie  in  Klammern  schließen, 
so  ist  nach  jenen  Regeln: 

>  dx        [dzj^         dl,     ■  [dyl^'[dzl 

Haben  wir  nun  einen  komplexen  Ausdruck  u  +  iv,  dessen  Glieder 
rationale  Funktionen  von  x  und  g  sind  und  der  der  Gleichung  (4) 
genügt,  und  setzen  wir  diesen  für  f  in  die  zweite  der  Gleichungen  (6) 
ein,  so  folgt,  daß  für  ihn: 

ir) 


Id  (u  +  *  t')\  _  ö  (m  +  i  v)  _  .  ö  (« 
\       drj       ]  ~         dy 


.=  0 


d  X 

ist.  Wenn  also  z  =  x  -\-  ig  als  neue  unabhängige  Veränderliche  an 
Stelle  von  x  neben  g  in  einen  komplexen  Ausdruck  der  genannten 
Form  eingeführt  wird,  welcher  der  Gleichung  (4)  genügt,  fällt  g  von 
selbst  heraus,  m.  a.  W.: 

III.  Sind  ti  und  v  rationale  Funktionen  von  x  und  g,  so  ist  das 
Bestehen  der  Gleichungen  [5)  nicht  nur  notwendige,  sondern  auch  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  daß  u  -\-  iv  auf  die  Form  einer  rationalen 
Funktion  von  z  allein  gebracht  werden  kann. 

§  33.    Definition  regulärer  analytischer  Funktionen. 

Die  im  letzten  Paragraphen  abgeleitete  Eigenschaft  der  ratio- 
nalen Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen  wollen  wir  nun- 
mehr zum  Ausgangspunkt  für  die  aufzustellende  Definition  dessen 
nehmen,  was  wir  überhaupt  unter  einer  Funktion  einer  komplexen 
Veränderlichen  verstehen  wollen: 

I.  M,"  =  f{z)  soll  nur  dann  eine  reguläre  Funktion  der  komplexen 
T eränderlichen  z  oder  eine  regidäre  analgtische  Funktion  in  einem  be- 
stimmten Bereiche  23  heißen,  wenn  für  jeden  Punkt  z  dieses  Bereiches 
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nicJif.  nur  eindevtig  die  komplexe  Zahl  f{z)  definiert  ist,  sondern  avßrr- 

dem  noch  der   Grenzioert 

1)  lim  /■(» +4-/W 

in  dem  §  31,  III  definierten  Sinne  existiert. 

Wir  definieren  also  hier  noch  nicht,  was  wir  unter  einer  Funk- 
tion einer  komplexen  Veränderlichen  oder,  was  dasselbe  heißt,  einer 
analytischen  Funktion  schlechthin,  sondern  einstweilen  nur,  was 
wir  unter  einer  in  einem  gegebenen  Bereiche  58  regulären  analy- 
tischen Funktion  verstehen.  Von  einer  solchen  sagen  wir  auch,  sie 
verhalte  sich  an  jeder  Stelle  des  Bereichs  regulär.  Eine  Funktion 
heißt  danach  nur  dann  an  einer  Stelle  regulären  Verhaltens  oder 
kurz  regulär,  wenn  sie  in  einem  Bereiche,  dem  die  Stelle  angehört, 
kurz:  wenn  sie  in  einer  Umgebung  der  Stelle  regulär  analytisch  ist. 
Ebenso  wird  man  eine  Funktion  auf  einer  Linie  C  regulär  nennen, 
wenn  f{z)  in  allen  Punkten  von  C  regulär  ist,  wenn  also  C  ganz 
einem  Bereiche  angehört,  in  welchem  f{z)  eine  reguläre  analytische 
Funktion  ist. 

Das    Zeichen   f[z)    soll    im    folgenden    insbesondere    für    ana- 
lytische Funktionen    von  z    gebraucht,    der   Grenzwert  (1)    wie    bei 

reellen    Veränderlichen    und    Funktionen    mit  -— —  oder   f'iz)  be- 

zeichnet  werden. 

Wird  die  analytische  Funktion  f{z)  in  ihren  reellen  und  ima- 
ginären Bestandteil  zerlegt: 

f(z)  =  u  +  iv, 

und  bildet  man  den  Grenzwert  (1)  einmal  mit  reellem,  ein  zweites 
Mal  mit  rein  imaginärem  ^',  so  findet  man  durch  Gleichsetzung  der 
beiden  Ergebnisse 


d  u    ^_  .  ö  V   _   1  I  ö  it    ,    •  5  »  \ 
d  X  d  X         i  \d  y  d  y  j 


und  hieraus  die  beiden  partiellen  Difterentialgleiv^nungen  (5)  des 
§  32.  Cauchy  und  Riemann  haben  diese  Differentialgleichungen  zur 
Definition  der  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen  benutzt. 
Es  ist  zu  beachten,  daß  wir  für  den  umgekehrten  Schluß  von 
den  Differentialgleichungen  §  32  [5)  auf  den  Grenzwert  (It  die 
Voraussetzung  der  Stetigkeit  der  auftretenden  partiellen  Differential- 
quotienten nötig  hatten  (s.  Fußnote  ^  von  S.  108;  dagegen  werden 
wir  sehen,  daß  wir,  wenn  wir  die  weitere  Entwicklung  an  den 
<7renzwert  (1)  anknüpfen,  nur  dessen  Existenz  für  jeden  Punkt  des 
Bereiches  vorauszusetzen  brauchen,  nicht  seine  Stetigkeit  als  Funk- 
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tion  von  z.     Diese  Stetigkeit  und  damit  zugleich  die  Stetigkeit  der 

partiellen  DiÖerentialquotienten  -^— ,  .  ,  ^  ,  -^  als  Funktionen 
von    X  und  y,  ja  sogar  die  Existenz   und  Stetigkeit  aller  höheren 

Ableitungen  f" {^h  t"'{^)>  •  •  •  »  yj.  y^'  -ö^^  ^^^-  ^^^^  ^^^^ 
vielmehr  als  Folge  der  bloßen  Existenz  des  Grenzwerts  (1)  im  Be- 
reiche 33  beweisen  lassen;  s.  §  38,  VII.  Machen  wir  von  diesem 
Satze  schon  hier  Gebrauch,  so  können  wir  aus  den  Differential- 
gleichungen (5)  des  §  32,  denen  Eeal-  und  Imaginärteil  jeder  in  5^ 
regulären  Funktion  genügen,  durch  abermalige  Differentiation  die 
Gleichungen  ableiten: 

p>  d'u        d'if  d'^v  d^v     ^ 

'  dx^         d  y'^  dxdy         dxdy  ' 

q  d-v  d- r  d'' u  d'^  ti     _  p. 

o )  —^ — r  "r  ~^^; — T  —  —  ~^ — ^ —  ~r  ~^ — ^      —  "  > 

00^^         oy  oxcy         dyox 

wir  erhalten  also  den  Satz: 

II.  V eder  der  reelle,  noch  der  rein  imaginäre  Bestandteil  einer 
in  einem  Bereiche  33  analytischen  Funktion  können  als  teil Ik/'/rli che 
Funktionen  von  x  und  y  angenommen  werden;  sie  müssen  vielmehr 
beide  in  ^  der  .,LAPLACEschen'^  Differentialgleichung: 

'  0  x^         8  y- 

Geniige  leisten. 

Da  die  bekannten  Differentiationsregeln,  nach  denen  man  die 
Summen,  Differenzen,  Produkte  und  Quotienten  zweier  Funktionen 
differenziert,  sich  ohne  weiteres  samt  ihren  Beweisen  auf  den  Fall 
übertragen,  wo  es  sich  um  zwei  in  einem  Bereiche  33  reguläre 
analytische  Funktionen  handelt,  kann  noch  folgender  Satz  aus- 
gesprochen werden: 

III.  Sind  f\{Z\  und  /"g  (^)  zicei  in  einem  Bereiche  33  reguläre 
analytische  Funktionen  ^  so  loird  daselbst  auch  f-^[z)^f^{z\  und 
/i  (•^)  fz  l-^'  regulär  analytisch.  Das  gleiche  gilt  von  dem  Quotienten 
t\  (•^)  •  fi  (^)'  '"-'^'ff^n  f^  [z]  in  23  von  ]\uU  verschieden  ist. 

Ein  Beispiel  einer  regulären,  aber  nicht  rationalen  Funktion 
einer  komplexen  Veränderlichen  erhalten  wir,  wenn  wir  setzen: 

u  =  e^  cos y ,       V  —  e^  sin // ; 
es  ist  nämlich  dann: 

du  6  V  X  du  d  V  X    ■ 

-^—  —  -^—  =  e  cos  ?/ ,  ^—  = ^—  =  —  e  sm  // . 

dxdy  ^ '  dy  dx 

Also  ist  e"^  (cos  ?/ +  ^  sin !/)  eine  (in  der  ganzen  Ebene)  reguläre  ana- 
lytische Funktion  von  z  =  x  -\-  iy . 
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§  34.   Konforme  Abbildung. 

Wir  setzen  w  =  u  -\-  iv  für  alle  z  =  x  -{-  iy  eines  Bereiches  ^ 
als  reguläre  analytische  Funktion  voraus  und  wollen  die  hierfür  im 
vorigen  Paragraphen  aufgestellte  Bedingung  I  geometrisch  deuten. 
Zu  diesem  Zwecke  formen  wir  sie  etwas  um.  Seien  r^,  z, ,  z^  drei 
Werte  von  z,  ?fj,  ic^,  w^  die  entsprechenden  Werte  von  w;  wir 
bilden  die  Differenzenquotienten: 

— ? L        und        —^ ~- 


Lassen  wir  z^  und  Zg  unendlich  nahe  an  z^  rücken,  so  werden  diese 
beiden  Quotienten  unendlich  wenig  verschieden  sein;  denn  jeder  von 
ihnen  ist  dann  unendlich  wenig  verschieden  von  dem  eindeutig  be- 
stimmten Werte  des  Differentialquotienten 

dw 

an  der  Stelle  r  =  Cj.     Es  ist  also: 

Wo  —  IV,  Wo  —  w, 

WO  €  I  mit  z^  —  z^\  und  \z^  —  z^\  unendlich  klein  wird.  Um- 
gekehrt, wenn  eine  solche  Gleichung  besteht,  in  welcher  Weise  auch 
Zg  und  Zg  dem  Punkte  z^  sich  nähern  mögen,  so  folgt  daraus,  daß 

der  Differential quotient  -j^   von  der  Richtung  unabhängig  ist. 

Aus  Gleichung  (1)  finden  wir  durch  Multiplikation  mit     ^  ~  "'  , 

daß  im  allgemeinen,  d.  h.  abgesehen  von  einem  alsbald  zu  be- 
sprechenden Ausnahmefall  (V),  daß  auch  in  der  Gleichung: 

,,                                                 «■,  —  w.           Vo  —  ;;,     ,      , 
2j  -   ' '   =  — +  £ 

g' I  mit  i -2^2  — -2^1 1  und  [zg— Zj|  unendlich  klein  wird.  Lassen  wir 
aus  dieser  Gleichung  e'  weg,  so  geht  sie  (abgesehen  von  der  Be- 
zeichnung! in  die  Gleichung  1 17)  des  §  10  über,  deren  geometrische 
Bedeutung  dort  angegeben  war.     Damit  ist  gezeigt: 

I.  ist  w  fine  in  einem  Bereiche  93  reguläre  Funktion  von  z,  so 
ist  jedes  Dreieck  der  z- Ebene,  dessen  Seiten  unendlich  kleine  Großen 
der.<telhen  Ordnung  sind,  dem  entsprechenden  Dreieck  der  lo-Ebene  bis 
auf  unendlich  kleine  Größen  ähnlich,  d.  h.  Seitenverhältnisse  und 
Winkel  des  einen  sind  von  den  entsprechenden  Stücken  des  andern 
unendlich  wenig  verschieden. 
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Insbesondere  folgt  aus  den  Entwicklungen  des  §  10,  wenn  wir 
sie  von  den  dort  behandelten  endlichen  Dreiecken  auf  die  hier  auf- 
tretenden unendlich  kleinen  übertragen: 

II.  Der   absolute    Betrag  des    Differentialquotienten  -- —  an  einer 

Stelle  der  Z'Ebene  gibt  das  an  dieser  Stelle  stattfindende  Vergrbßerunqs- 
verhältnis,  d.  h.  den  Faktor,  mit  welchem  man  die  Länge  einer  dort 
befindlichen  unendlich  kleinen  Linie  multiplizieren  muß,  um  die  Länge 
der  entsprechenden  Linie  der  w-Ebene  zu  erhalten. 

III.  Der  Arcus  a  von   — —  gibt  den  Winkelan,  um  welchen  jedes 

an  der  Stelle  z  befindliche  Linienelement  gedreht  werden  muß,  wenn  es 
dem  entsprechenden  Linienelement  der  lo-Ebene  parallel  werden  soll. 

Da  dieser  Winkel  nur  von  der  Stelle  z,  nicht  von  der  Richtung 
des  betrachteten  Linienelements  abhängt,  so  folgt: 

IV.  Irgend  zwei  Kurven  der  z-Ebene  bilden  in  jedem  ihrer  Schnitt- 
punkte denselben  JVinkel  miteinander,  wie  die  entsprechenden  Kurven 
der  w-Ebene  in  dem  entsprechenden  Schnittpunkte.  Der  Bereich  35  der 
z-Ehene  wird  auf  die  ic-Ebene  konform  abgebildet.^ 

Beispiele  solcher  Abbildungen  in  großer  Zahl  haben  wir  im 
II.  Abschnitt  bereits  kennen  lernen;  im  folgenden  werden  uns  noch 
viele  weitere  begegnen. 

Der  Schluß  von  (1)  auf  (2|  ist  nur  zulässig,  wenn  der  Grenz- 
wert von  [z^  —  z^)l\w^  —  iü^\  endlich,  also  der  von  (lo^  —  w^) / {z^  —  z^) 
von  Null  verschieden  ist.  Da  wir  nur  von  solchen  unendlich  kleinen 
Dreiecken  reden,  deren  Seiten  alle  von  derselben  Größenordnung 
sind,  ist  das  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn: 

lim  "'«  ~  "''  =  (A^ 

von  Null  verschieden  ist.  Also  müssen  wir  Satz  IV  durch  folgenden 
Zusatz  vervollständigen: 

V.  An  denjenigen  Stellen,  an  welchen: 

dw   ^ 

d% 

ist,  ist  die  Konfoi'mität  der  Abbildung  nicht  beiciesen. 

In  welcher  Beziehung  an  einer  solchen  Stelle  die  Winkel  in 
der  einen  Ebene  zu  den  entsprechenden  Winkeln  in  der  andern 
Ebene  stehen,  wollen  wir  erst  später  besprechen. 


1  Auf   die    Frage,    ob    die  Bildpunkte    w    der  Punkte    des  Bereiches   33 
wieder  einen  Bereich  erfüllen,  gehen  wir  in  §  46  a  und  §  70  ein. 

BuBKBARDT,  Fimktiouen.    T.  2.     Fünl'te  Aufl.  !^ 
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In  vielen  Fällen  ist  es  von  Interesse,  zuzusehen,  auf  welche 
Linien  der  ?r-Ebene  die  Parallelen  zu  den  Koordinatenachsen  der 
r-Ebene  abgebildet  werden.  Man  erhält  die  Gleichungen  dieser 
Linien,  wenn  man  iv  =■  f\z\  —  cp\x,y\  -^  i\p\x,y\  setzt  und  dann  aus 
den  Gleichungen: 

3i  qj\x,y\  ■=  u ,  rff\x,7/\  =  r 

X  bzw.  y  eliminiert.     Umgekehrt  stellen  die  Gleichungen 
4i  (f\x,y^  =  const. 

und 
5i  ip\x,y)  =  const. 

diejenigen  Kurvensysteme  der  z-Ebene  vor,  denen  die  Parallelen  zu 
den  Koordinatenachsen  der  ?<;-Ebene  entsprechen.  Wir  wollen  hier 
annehmen,  daß  dem  Bereiche  58  der  z-Ebene  ein  Bereich  S8j  der 
7/;-Ebene  entspricht.  Wegen  der  Konformität  der  Abbildung  schneidet 
jede  Kurve  des  Systems  (4)  jede  Kurve  des  Systems  (5i  unter  rechten 
Winkeln;  die  beiden  Kurvensysteme  sind  zueinander  orthogonal. 
Wählt  man  ferner  aus  den  Scharen  der  Parallelen  zu  den  Koordi- 
natenachsen in  der  wj-Ebene  je  eine  diskrete  Menge  solcher,  die  in 
gleichen  für  beide  Scharen  übereinstimmenden  Abständen  aufeinander 
folgen,  so  teilen  sie  den  Bereich  Sö^  in  Quadrate  ^ ;  diese  entsprechen 
Stücken  der  z-Ebene,  die  von  Quadraten  sich  um  so  weniger  unter- 
scheiden, je  kleiner  jener  konstante  Abstand  gewählt  ist.  Man 
drückt  diese  Eigenschaft  der  Kurvensysteme  i4i  und  i5i  gewöhnlich 
kurz  so  aus,  daß  man  sagt:  sie  teilen  den  Bereich  S3  der  z-Ebene  i» 
unendlich  kleine  Quadrate.  Man  nennt  ein  Kurvensystem,  zu  dem 
ein  zweites  sich  so  finden  läßt,  daß  beide  zusammen  einen  Bereich 
der  Ebene  loder  überhaupt  irgend  einer  Fläche i  in  unendlich  klein l' 
Quadrate  teilen,  ein  isometrisches  oder  isothertnisches. 

Die  letztere  Bezeichnung  hängt  mit  der  physikalischen  Be- 
deutung solcher  Kurvensysteme  zusammen,  die  wir  wenigstens  er- 
wähnen müssen.  Nehmen  wir  an,  im  Bereich  33  der  r //-Ebene,  den 
wir  uns  der  Einfachheit  halber  einfach  zusammenhängend  vorstellen 
wollen,  ströme  eine  Flüssigkeit:  |,  ?/  seien  die  stetig  difierenzier- 
baren  Komponenten  ihrer  Geschwindigkeit  nach  den  Koordinaten- 
achsen in  irgend  einem  Punkte  x,  y.  Fassen  wir  ein  bestimmtes 
Rechteck  ins  Auge,  dessen  Ecken  die  Koordinaten  .to..Vo5  •''^o  +  ^^j^o- 
x„  -\-  dx,  yi,  -\-  dy]  Xq,  y„  +  dy  haben.  Durch  die  Seite  x  =  x^  tritt 
dann    in    dem    Zeitelement    dt   die  Flüssigkeitsmenge  ^dtdy   ein. 


^  In  der  Nälie  des  Randes  von  i^,  werden  i.  a.  nur  Teile  von  Quadraten 
auftreten. 
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durch    die   gegenüberliegende   Seite    tritt    [^-\--^  dx]   dt  dy   aus 


d  X 
Ebenso  tritt  durch  die  Seite  y  =  y^   die  Menge  ijdtdx  ein,  durch 

die  gegenüberliegende  \rj-[--^dy\  dtdx  aus.     Es   vermehrt   sich 

also    die    in    dem  Rechteck    enthaltene   Flüssigkeitsmenge  im   Zeit- 
element dt  um: 


(14+  öi)'^^^^'^^^^ 


ist  die  Flüssigkeit  als  iokompressibel  zu  denkon,  kann  also  eine 
Vermehrung  oder  Verminderung  der  in  dem  Rechteck  enthaltenen 
Flüssigkeitsmenge  nicht  stattfinden,  so  muß: 

6)  -^l  +  |-^-  =  0 

'  a  X         o  y 

sein.  Ist  außerdem  die  Bewegung  wirbelfrei,  d.  h.  sind  |,  ;/  die  Ab- 
leitungen einer  und  derselben  Funktion  v  [x,  y)  (des  „Geschwindig- 
keitspotentials") nach  den  Koordinaten: 


,&  = 


d  V  öl 


'^  "   dx'  ^  ~   dy  ' 

so  folgt: 

'  o  y         a  X 

Die  beiden  Gleichungen  (6)  und  (7)  zusammen  sagen  aus:  'C=r]-\-i^ 
ist  eine  in  S3  reguläre  Funktion  der  komplexen  Veränderlichen 
z  ■=■  X  +  iy\  und  vi  ist  der  imaginäre  Teil  der  im  nächsten 
Paragraphen    zu    definierenden  in   93   ebenfalls   regulären    Funktion 

fCdz:  dabei  bedeutet  z^  irgend  einen  Funkt  von  93.    Nennen  wir 

li  den  reellen  Teil  dieser  Funktion,  so  folgt: 

'  d  y  ö  X 

m.  a.  W.  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  fällt  in  jedem  Punkt  in 
die  Tangente  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Linie  u  =  const. 
Diese  Linien  sind  also  die  Stromkurven.     Wir  finden  so: 

Die  „Niveaulinien''  (Linien  gleichen  Potentials)  v  =  const.  und  die 
.^Stromkurven'^  u  =  const.  bei  einer  stationären  Strömung  einer  in- 
kompressiheln  Flüssigkeit  in  der  Ebene,  der  ein  Geschicindigkeitspontential 
zukommt^  teilen  zusammen  die  Ebene  in  unendlich  kleine   Quadrate. 

Ist  umgehehrt  eine  in  einem  Bereiche  5Ö  reguläre  Funktion 
\o-=zu-\-iv  der  komplexen  Veränderlichen  z  =■  x  +  iy  gegeben,  so 
können    stets    die    Linien    u  =  const.,    v  =  const.    als    Stromkurven    und 

8* 
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Niveaulinien    für    eine    in    SB    wirhelfreie    stationäre    Strömung    einer 
inliompressibeln   Fliissif/heit  angesehen  werden. 

Für  die  Bewegung  der  Wärme  tritt  an  die  Stelle  des  Ge- 
schwindigkeitspotentials  die  Temperatur;  für  die  der  Elektrizität 
das  elektrische  Potential. 


§  35.   Das  Integral  einer  regulären  analytischen  Funktion. 
Der  CAucHYsche  Integralsatz. 

I.    Unter    dem    Integral    einer    komplexen    Funktion    u  •\-  iv    einer 
reellen   Veränderlichen  t^  zwischen  den  reellen   Grenzen  a,  h 


\\ 

h 
l\u  +  i  v)  d  t 

verstehen  icir 

h                  h 

i'u  dt  +  ifv  dt. 

Was  aber  unter  einem  Integral  zwischen  komplexen  Grenzen 
zu  verstehen  ist,  bedarf  einiger  Erläuterung.  Eine  reelle  Integrations- 
veränderliche  kann  von  ihrer  unteren  zu  ihrer  oberen  Grenze  nur 
auf  einem  Wege  (durch  eine  Folge  von  Zwischenwerten)  gelangen 
(wenn  ein  Durchgang  durch  das  unendliche,  sowie  ein  Umkehren 
unterwegs  nicht  zugelassen  werden).  Dagegen  können  wir  von  einem 
Werte  einer  komplexen  Veränderlichen  zu  einem  andern  durch  sehr 
verschiedene  Folgen  von  Zwischen  werten  gelangen;  wir  können  zwei 
Punkte  der  Ebene,  auf  der  wir  sie  geometrisch  darstellen,  durch 
sehr  verschiedene  Linien  verbinden.  Daher  müssen  wir,  wenn  wir 
von  einem  Integral  zwischen  komplexen  Grenzen  reden  wollen,  not- 
wendig eine  Angabe  des  Integrationsu-eges  beifügen  und  das  Integral 
als  ein  Kurvenintegral  der  §  29  definierten  Art  auffassen.  Wir  sagen 
demgemäß: 

II.  Ist  ein  die  Punkte  Zq=  x^+  i g^^  und  z^  =  x^  -f  iy^  verbindender 
fVeg  r  gegeben  und  ist  w  =  u  +  iv  eine  auf  diesem  JVege  stetige  kom- 
plexe Funktion  von  x  und  g,  so  veri'tehen  wir  unter: 

2i  ftcdz 

r 
das  Integral: 

2'i        liu  +  iv){dx-\-  idg)  =  f\udx  —  v  d  i/]  +  i  I{vdx  +  udg). 
r  /■  ■  7' 

Faßt  man  die  Integrale  auf  der  rechten  Seite  von  (2')  als  Grenz- 
werte   von  Summen    auf  (§29(5i),    so  erkennt    man,    daß  die  vor- 

•  Vgl.  ?;  33,  I. 
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stehende  Definition  des  Integrals  (2)  völlig  gleichbedeutend  ist  mit 
der  durch  die  folgende  Gleichung  ausgedrückten: 

2"i  I  wdz  =  lim   VWi^,,,  ij,K^,.+i  —  z,)- 

^  n— >-oo  1=11 

Dabei  bedeuten  z^,  rj,...z„  +  i  Punkte  auf/',  die  für  hin- 
reichend großes  n  so  verteilt  sind,  daß  kein  noch  so  kleines  Stück 
des  Weges  F  von  ihnen  frei  bleibt;  |^.,  //y  ist  irgendein  zwischen  z^, 
und  r  ,^j  gelegener  Punkt  auf  F  oder  allgemeiner  (falls  tv  nicht  nur 
für  die  Punkte  von  F,  sondern  für  die  Punkte  eines  F  enthaltenden 

Bereiches    definiert  und    stetig  ist»    ein  Punkt  einer  mit  —  beliebig 

n  ^ 

klein  werdenden  Umgebung  von  z^, . 

Da  die  Integrale  der  Form  (2)  durch  Kurveniutegrale  erklärt 
sind  (2'),  gelten  für  sie  auch  alle  Sätze,  die  für  Kurvenintegrale 
gelten,  z.  B. 

I   lim  ?r^^  f/  z  =  lim    I  ir^  d  z  , 

wenigstens  wenn  für  alle  Punkte  von  F  die  Folge  w^,  u-.,,  .  .  .  gleich- 
mäßig gegen  eine  Grenzfunktion  konvergiert  is.  §  28,  VII  und  eine 
diesbezügliche  Bemerkung  S.  99). 

Häufig  kommt  es  vor,  daß  man  der  Kenntnis  einer  oberen 
Grenze  bedarf,  die  der  absolute  Betrag  eines  komplexen  Integrals 
sicher  nicht  überschreitet.  Dazu  verhilft  Satz  IV  von  §  5;  es  folgt 
aus  ihm  und  aus  (2"):  ♦ 

3)  \J'todz\^J'\^w\\dz\. 

Dabei  ist  |  dz\  nichts  anderes  als  das  Bogenelement  des  Integrations- 
weges,  die  rechte  Seite  also 

^  ML , 

unter  M  das  Maximum  von  |  w  \  auf  dem  Integrationsweg,  unter  L 
die  Länge  des  letzteren  verstanden. 

Z.  B.  ist  zwischen  den  Grenzen  z^  und  z  (vgl.  §  29): 

4)  l'dz  =  fdx  +  ifdy  =  x  —  x^  +  i[y  —  i/^,)  =  z  —  z^, 
I    l'z  dz  =  l\x  d X  —  y  dy)  +  il'[x  dy  -\-  y  dx) 

5)  =  i  {x'-  -  t/)  +  ixy  -[^  (X„2  _  y^2)  ^   I  ^^  ,^^-] 

'  =i(z2_z„2), 

welcher  Integrationsweg  auch  gewählt  werden  mag.  Diese  beiden 
Integrale  sind  also  vom  Wege  unabhängig. 
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Noch  einfacher  als,  wie  soeben  geschehen,  durch  Integration 
vollständiger  Differentiale  leitet  man  die  Formeln  (4),  i5i  aus  der 
Definitionsgleichung  (2")  ab;  man  erhält  z.  B. ,  indem  man  für 
I,.  4-  ii,^.  den  Wert  \{z^,  +  z^,^^)  wählt: 

fzrfz  =  lim  1  Qzq  +  ^iK^i  -  2oi  +  '^1  +  ~2'(^2  —  -^i'  H 

Die  bewiesene  Unabhängigkeit  der  Integrale  (4),  (5)  vom  Inte- 
grationswege wird  benutzt  beim  Beweise  des  folgenden  Cauchy sehen 
Jnteqrationssatzes ,  der  einer  der  wichtigsten  Sätze  der  Funktionen- 
theorie  ist. 

III.  Ist  in  einem  einfach  zusammenhängenden  Bereich  33  eine 
reguläre  analytische  Funktion  f[z]  gegeben,  so  ist 

6)  ff[z)dz  =  0 

r 

für  jede    doppeltpunktlose  geschlossene   Linie   I\    die  ganz   innerhalb  93 

verläuft.^ 

AVir   führen  den  Beweis  indirekt:    wäre  Satz  III    nicht  richtig, 

so    gäbe    es    nach   §  29,  VI  ein  in  93  gelegenes  Quadrat  q.    dessen 

Begrenzung  ;'  heißen  möge  und  für  das 

ff{z)dz\^Q 
y 

wäre,  sondern  etwa  =x;'^;  dabei  bezeichnen  wir  mit  y  auch  die 
Länge  des  Umfangs  von  q,  mit  x  eine  positive  Zahl.  Durch  Par- 
allele zu  den  Seiten  zerlegen  wir  q  in  vier  untereinander  kongruente 
Quadrate  5-, ,  y/,  «7/',  «7,'"  mit  den  Umfangen  /j,  ;'/,  ;'/',  ;','";  da 
nach  §  29,  V 

Sf{z\dz  =ff[z)dz  -\-ff\z)dz  +J'f[z)dz  +/f{z)dz, 
Y  •/■■  r>'  "1"  >■/" 

also 

\/f{z)dz    ^\Jf{z)dz,-^   fmdz\  -f  Jf[zdz\  ^lff{z)dz^ 
Y  ri  Ti  3'i"  yi'" 

ist,  muß  mindestens  einer  der  vier  hier  rechts  stehenden  Summan- 
den, etwa  der  erste 

^\\J'f[z]dz\=  \xy^  =  xy^ 


^  Man  kiiiin  den  Satz  III  auch  so  fasst'u:  Das  Integral  (6)  ist  Null,  wenn 
f(%)  iu  dem  von  der  Kurve  /'  begrenzton  Boreiche  und  auf  F  regulär  ist. 
Vgl.  Satz  V. 
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sein  (Wenn  wir  unter  y^  zugleich  die  Länge  des  Umfangs  von  q^ 
verstehen).  Dann  findet  man  durch  Vierteilung  von  y,  ein  Quadrat  q^ 
mit  dem  Umfang  -/.,,  das  ganz  innerhalb  q^  liegt  und  für  das 

■'j'f\z)dz\^xr^' 

gilt,  und  durch  ^^'eiterteilung  kommt  man  zu  immer  kleiner  werden- 
den ineinander  geschachtelten  Quadraten  q.^,  q^,  ...  mit  den  Um- 
fangen ;'3,  /^  .  .  .,  für  die  alle 

7)  Smdz   ^XY,^ 

Yn 

gilt.  Die  Mittelpunkte  all  dieser  Quadrate  besitzen  eine  Häufungs- 
stelle Zg,  die  allen  lals  innerer  oder  Randpunkt)  angehört  und  die 
daher  auch  ein  Punkt  von  5ß  ist.  Der  Abstand  jedes  Punktes  der 
Begrenzung  y^  von  z^  ist  offenbar 

8)  ^  ^  p. 

Nun  existiert  nach  Voraussetzung  der  Grenzwert 

daher  ist  für  alle  Punkte  z  =  z^  -\-  ^  einer  gewissen  Umgebung  U 
des  Punktes  z  =  z„ 


"0 


-f'[^o)<^' 


wo  a  die  auch  in  (7)  vorkommende  positive  Zahl  bedeuten  möge. 
Setzt  man  also  ^  =  z  —  z^  und 

9)  /•< z)  =  f{Zo)  +  (~-  -  ^-jr  {Zo^  +  (-  -  =o)  V  , 

so  ist  1]  eine  Funktion  z,  die  in  U  dem  Betrage  nach  <  x  ist.  Von 
einem  gewissen  n  ab  gehört  das  Quadrat  q^^  samt  seiner  Begrenzung  y^ 
der  soeben  definierten  Umgebung  U  an.  Wir  denken  uns  n  so  groß 
gewählt  und  finden  dann  aus  (9)  durch  Integration  über  /..: 

JMdz  :  =  ^f{z,)fdz  +  f'{z,)f{z  -  z,)dz 


(wegen  (4),  (5;), 


+  J\z  —  Zq)^  dz  I  =  \f{z  -  zj  V  dz 

y«  Yn 

\l'\z  —  ZQ\-\r,\  \dz\     (nach  (.3))  , 

•/n 


^li-p.x-f  dz   , 
da   ja   die    obere   Grenze    von  \z—.Zq     auf  y^  nach  (8)   ^ -^  ]/ 2  , 
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die  von  1 1]    nach  Voraussetzung  <  x  ist.    Beachtet  man  noch,  daß 

J'\d^\  =  7„  ist,  so  erhält  man  schließlich 

)■"  

lOi  \ff\z)dz\<y^^xy^', 

Diese  Beziehung    steht    in  Widerspruch  mit  (7);    damit  ist  Satz  III 
indirekt  bewiesen. 

Haben  wir  innerhalb  95  zwei  Wege  ABC  und  ABC  zwischen 
denselben  beiden  Punkten  A  und  C  (vergl.  Fig.  1.5,  S.  101),  so  ist 
ffiz]dz^ff{x)dz  =  0 

ABC  CDA 

oder  (nach  §  29,  II): 

ft\z)dz=ft\z)dz, 

ABC  A  V  C 

d.  b.  es  gilt  auch  die  folgende  Umformung  des  Satzes  III: 

IV.  Werden  nur  solche  Integrationswege  in  Betracht  gezogen,  die 
ganz  innerhalb  eines  einfach  zusammenhängenden  Bereichs  S8  verlaufen, 
in  welchem  die  analytische  Funktion  f{z)  regulär  ist,  so  ist  der  H^'ert 
des  Integrals 

smdz 

unabhängig  vom.    Wege,  nur  abhängig   vom  Anfangspunkt  z^  und  End- 
punkt Zj  . 

Wir  fügen  noch  einen  Zusatz  bei: 

V.  Begrenzen  zwei  Linien  F,  y  ein  ring- 
förmiges Gebiet  S8,  und  ist  die  Funktion  f[z)  regulär 
soicohl  in  S3  als  auch  auf  F  und  y,  so  ist: 

11)  ff{z)dz-^JY{z)dz  =  0, 

r  Y 

wenn  beide  Linien  so  durchlaufen  werden,  daß 
das  von  ihnen  umschlossene  Gebiet  $8  zur  Linken 
liegt.  ^ 

Um  diese  Formulierung  zu  beweisen,  denke  man  sich  das  Gebiet 
55  durch  zwei  einander  nicht  schneidende  Linien  C.  C"  aufgeschnitten, 
deren  erste  einen  Punkt  a,  von  /  mit  einem  Punkt  A  von  F  ver- 
bindet, während  die  zweite  den  Punkt  b  von  ;'  mit  dem  Punkte  B 
von  F  verbindet.  Dadurch  zerfällt  93  in  zwei  einfach  zusammen- 
hängende Bereiche.  Integriert  man  im  positiven  Sinne  in  deren 
Ränder,  so  hat  man  zu  durchlaufen  (s.  Fig.  IG): 

'  Diesen  Umlaufssinn,  den  wir  als  den  positiven  bezeiciineu.  legen  wir 
auch  künftig  stets  bei  Integrationen  um  geschlossene  Kurven  zugrunde,  sofern 
nicht  ausdrücklich  das  Gegenteil  gesagt  wird. 
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1.  die  Linie  F  im  Sinne  des  Pfeils  von  Ä  bis  B\ 

2.  die  Linie  C"  von  B  nach  h\ 

3.  die  Linie  ;-  im  Sinne  des  Pfeils  von  b  bis  a; 

4.  die  Linie  C  von  a  nach  A\  sodann 

5.  die  Linie  F  im  Sinne  des  Pfeils  von  B  bis  Ä: 

6.  die  Linie  C  von  A  bis  «; 

7.  die  Linie  y  im  Sinne  des  Pfeils  von  a  bis  h; 

8.  die  Linie  C  von  Z»  bis  Ä 

Die  Summe  der  Integrale  über  diese  acht  Linien  ist  nach  Satz  III 
Null.  Das  zweite  der  Integrale  ist  aber  entgegengesetzt  gleich  dem 
achten,  das  vierte  dem  sechsten,  also  erhält  man,  wenn  man  noch 
das  erste   und   fünfte,  sowie  das  dritte  und  siebente  zusammenfaßt, 

11)  jY[z)dz-\-jY{z)dz  =  o, 

r  y 

w.  z.  b.  w. 

Wir  fragen  noch:  Läßt  sich  Satz  IV  umkehren?  Oder  aus- 
führlicher gesagt:  ic\.i;  y)  =  n{x,  7/)  +  iv[x,  ij]  sei  für  alle  Punkte 
z  =  .r  4-  iif  eines  Bereiches  33  eine  stetige  Funktion  der  zwei  reellen 
Veränderlichen  x,  y.  z^  =  x^  -f  ii/^  sei  irgend  ein  festgehaltener 
Punkt  von  33;   endlich   sei  für  jeden  Punkt  z  =  x  -{-  iij  von  33  das 

Integral  J'wdz  unabhängig  von  dem  (die  Punkte  z^  und  z  verbin- 
denden ganz  in  33  verlaufenden)  AVege  und  somit  eine  eindeutige 
Funktion  F  von  x  und  y.  Ist  unter  diesen  Voraussetzungen  ?r  = 
i/  -\-  iv  eine  in  58  reguläre  analytische  Funktion  y  m.  a.  W. :  Existiert 

der  Bifferentialquotient  —r^-  Es  wird  uns  leichter  fallen,  zu  be- 
weisen, daß  das  soeben  mit  F  bezeichnete  Interjral  eine  in  33  reguläre 
analytische  Funktion  ist.  Für  w  folgt  dann  das  gleiche  aus  einem 
später  zu  beweisenden  allgemeinen  Satze  (s.  §38,  VII,  XIII).  Wir 
schreiben  F[z)  für  F  und  berechnen  für  zwei  Punkte  -,  =  x^  -{-  iy^ 
und  z^  -\-  Z  von  33  die  Funktionswerte 

F[z;)  =  fw dz,        F{z^-{-  ';)=  fw d z  . 

Wir  können  den  Integrationsweg  von  z^  nach  2^,  -f  ^  wegen  der 
vorausgesetzten  Unabhängigkeit  des  Integralwertes  vom  Wege  über 
Zj  führen  und  erhalten  so 


12) 


F{z^  +  4')  =  ./"'<^'  f/ r  -f  Jw  dz  = 

z.  +  C  ^,+f 

=  F{z;}  -t-  w  [x^,  y^J'dz  4-  J\w  [x,  y)  -  ic  [x^,  y^)  d 
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Ist  nuQ  £  >  0  gegeben,  so  wird  wegen  der  Stetigkeit  der  Funk- 
tion w  für  alle  Punkte  z  =  x  +  it/  des  \\'eges  von  z^  nach  Tj  -f  ^, 
falls  nur  [  ^  hinreichend  klein  gewählt  und  dann  dieser  Weg  etwa 
geradlinig  geführt  wird, 

\W{X,7/)  -   ir(x,,yj|   <   £ 

sein.     Dann  folgt  aus  (12)  mit  Benutzung  von  (3): 

,  F{z,  +  :)  -  F{z^)  -  Ctvix^,  y,)    <  £  1  a 
und  also  wenn  wir  l,  irgendwie  gegen  Null  konvergieren  lassen: 

hm  -^ ^ ^^'-  =  rc  (a-„yj . 

Durch  diese  Gleichung  ist  unsere  Behauptung,  daß  F[z)  eine  in  ^^ 
reguläre  analytische  Funktion  ist,  bewiesen  (vgl.  §  28,  VI). 

Als  Beispiel  für  die  Entwicklungen  dieses  Paragraphen  be- 
handeln wir  die  Aufgabe,  den  Wert  des  Integrals: 

/' 

genommen   über  irgend  eine   den    Punkt  ^  =  |  -f  ?  ?;  umschließende 

Kurve  F  zu  berechnen,  wenn   n   eine   positive  oder  negative  ganze 

r  Zahl  ist.     Wir  beschreiben  um  ^  einen  Kreis  c  von  so 

kleinem  Radius  r,   daß  er  ganz  innerhalb  F  liegt.     In 

§    ^   dem  Gebiet  zwischen  c  und  F  ist  die  Funktion  [z  —  u)" 

regulär  (auch  wenn  n  negativ  ist);  also  ist  nach  V: 

Fig-  1"-        11')  J\z  -  ';Ydz  =J\z  -  :}"dz, 

r 

wenn  über  F  und  c  so  integriert  wird,  daß  das  den  Punkt  ^  ent- 
haltende Gebiet  zur  Linken  bleibt.  Das  Kreisintegral  aber  können 
wir  auf  Grund  der  Definition  I  beberechnen;  setzen  wir  nämlich: 

a-  —  I  =  /•  cos  / ,       ?/—;/  =  ?•  sin  i , 
also: 

13)  z  —  ^  =  r  (cos  t  +  /  sin  t) , 

14)  d z  =  r {—  sin  t  -}-  i COS  t)dt  =  / r (cos  t  -\-  ismt)dt  =  i {z  —  'Jl)dt, 

so  durchläuft  der  Punkt  den  Kreis  gerade  einmal,  wenn  f  von  0 
bis  2  71  wächst.     Wir  erhalten  also: 

■271 

J'[z  —  'Cfdz  =  r"  ■*•  1 27"  (cos  (n  +  1)  <  +  ?  sin  [n  -\-  \)t)dt . 

In  der  Theorie  der  Integrale  zwischen  reellen  Grenzen  wird 
aber  gezeigt,  daß: 

/'sin  midi  =  0 

i) 
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ist   für  jeden  ganzzahligen  Wert^von  wi,  Null  eingeschlossen ,  und 

2.T 

C  ,   ,^         (271  für  VI  =  0 

J  [     0  tur  m  g  0 

u 

Also  erhalten  wir: 

VI.  Ist  n  irf/end  eine  ganze  Zahl  {po-fitiv,  Null  oder  negativ], 
r  eine  den  Punkt  C  umschließende  Linie,  so  ist: 

15)  f{z  -  ^)"rfz  =  0     für     71  i^  -  1 , 

dagegen': 

16)  r[z  -  :)-^  dz  =  271  i. 

r 

Ferner  beachte  man  noch: 

VII.  Z^^Z  n  eine  positive  ganze  Zahl  und  sind  z^  =  Xq  -\-  iy^  und 
"1  ~  -^"i  "1"  ^.'^i    ii'gcndicelche  endliche  komplexe  Zahlen,  so  ist 

17)  J'z'^dz  vom    Wege  F  unabhängig  und 

18)  gleiüh  {z^^  +  ^  -  r^"  ^\.n^  1  . 

Die  Richtigkeit  von  (17)  ist  eine  unmittelbare  Folge  von  Satz  IV, 

da  ja   für   alle  endlichen  z  der  Differentialquotient    — r^  =  nz"~'^ 

existiert.  Bezeichnet  man  den  Wert  des  Integrals  (1 7)  bei  festgehaltenem 
Cg  mit  Fiz^,  so  ist  nach  dem  S.  121/22  Bewiesenen  i^'(rj)  =  c^"; 
außerdem  muß  i\z^  für  z^  =  z^  verschwinden.  Diese  beiden  Eigen- 
schaften besitzt  aber  auch  die  unter  (18)  angegebene  Funktion;  die 
Differenz  I>{z^)  zwischen  dieser  und  F{z^)  hat  also,  wenn  man  sie 
als  Funktion  der  oberen  Grenze  z^  betrachtet,  die  Eigenschaften, 
erstens  für  z^  =  z^  zu  verschwinden  und  zweitens  einen  identisch 
verschwindenden  Differentialquotienten  D' [z^]  zu  besitzen.  Wenn 
man  also  als  Differentiationsrichtung  die  der  reellen  und  imaginären 
Achse  wählt,  so  ergibt  sich  auch 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Differentialrechnung  ist  daher 
B{z^  eine  Konstante  und  zwar  Null  wegen  der  ersten  der  obigen 
Eigenschaften.     Damit  ist  auch  die  Behauptung  (18)  bewiesen. 

Die  letzten  Überlegungen  über  B{z^)  ergaben  nebenbei  folgenden 
Satz: 

VIII.  Besitzt  die  analytische  Funktion  f{z)  in  einem  Gebiete  eine 
identisch    verschwindende    Ableitung  f'[z),    so  ist  f{z)  daselbst  konstant. 
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§  36.     Die  CAucHYsche  Integraiformel. 

Es  sei  wieder  f[z)  eine  in  einem  Bereiche  58  reguläre  Funktion 
der  komplexen  Veränderlichen  z;  C  sei  ein  Punkt  dieses  Bereiches, 
r  eine  in  58  verlaufende  doppelpunktlose  -1^  in  ihrem  Innern  ent- 
haltende geschlossene  Kurve.     Die  Funktion 

X  -   t 

ist  dann  regulär  in  dem  Bereiche  58^  der  übrig  bleibt,  wenn  aus 
dem  von  F  begrenzten  endlichen  Gebiete  das  Innere  eines  Kreises  t- 
vom  Mittelpunkt  ^  und  Eadius  r  herausgenommen  wird.  Nach 
§35,  V  ist  also: 

1)  jf^.dz={{^^äz, 

r         '  'c 

wenn  im  gleichen  Sinne  wie  bei  §  35  (IT)  integriert  wird  (vgl.  Fig.  17). 
Der  Radius  r  des  Kreises  c  ist  dabei  willkürlich;  wegen  der  voraus- 
gesetzten Stetigkeit  der  Funktion  f{z)  können  wir  ihn  so  klein  an- 
nehmen, daß  für  alle  Punkte  z  der  Kreislinie: 

wird,  wo  e  eine  (beliebig  kleine)  gegebene  positive  Zahl  bedeutet. 
Setzen  wir  nun: 

c  c  c 

so  ist  das  erste  der  rechts  stehenden  Integrale  nach  §  35,  VI: 

=  2nif[Cy, 
im  zweiten  setzen  wir  ebenfalls 

2)  r  —  lT  =  7-  (cos  t  -\-  i  sin  f) 
^                         d  z  =  /  r  (cos  t  4-  i  sin  t)  d  t 

r-  ■=   idt 

*  —   - 

und  finden  so  (§  35,  (3)),  daß  sein  absoluter  Betrag 

2.-r 

^  EJ'dt,     d.  i.     ^  27Cf 

ist,  d.  h.  kleiner  gemacht  werden  kann  als  jede  beliebig  vorgegebene 
Größe,  wenn  nur  /•  hinlänglich  klein  genommen  wird.  Aber  der 
Wert  der  linken  Seite  der  Gleichung  (1)  ist  von  r  unabhängig,  ebenso 
2 71  i flu);    wäre    die   Differenz    beider  Größen  von  Null   verschieden, 
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so   könnte   sie   auch   nicht  durch  Verkleinerung   von  r  unter  jede 
Grenze  herabgedrückt  werden.     Also  folgt: 

3)  m  =  ^ijB-:''^- 

r 

I.  Mittels  dieser  von  Caiiclty  gegebenen  Formel  loird  der  Wert, 
den  eine  in  einem  Bereiche  SB  reguläre  analytische  Funktion  in  irgend 
einem  Funkte  C  des  Bereiches  33  besitzt,  ausgedrückt  durch  die  fFerte 
derselben  Funktion  auf  irgend  einer  in  SQ  verlaufenden,  Z  umschließenden 
doppelpunktlosen   Kurve  F. 

Ist  die  Linie  T  ein  Kreis  vom  Mittelpunte  l.,  wird  f{z)  =  u-\-  iv, 
/  (b)  =  ''o  +  ^^0  gesetzt,  die  Substitution  (2)  in  der  Gleichung  (3)  vor- 
genommen, und  Reelles  und  Imaginäres  getrennt,  so  folgt: 

•2.T  2.-T 

0  0 

Die  erste  dieser  Gleichungen  sagt  aus: 

II.  Der  Wert  des  reellen  Teils  einer  regidären  analytischen  Funk- 
tion im  Mittelpunkt  eines  Kreises  ist  gleich  dem  Mittehcert  aus  seinen 
fFerten  auf  der  Kreisperipherie. 

Er  kann  also  weder  größer  als  alle  diese  Werte,  noch  kleiner 
als  sie  alle  sein.  Daraus  folgt,  wenn  der  Radius  des  Kreises  be- 
liebig klein  genommen  wird: 

III.  Ist  eine  Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen  in  einem 
Bereiche  33  legulär,  so  kann  ihr  reeller  Teil  niemals  in  einem  Punkte 
dieses  Bereiches  ein  Maximum  oder  Minimum  haben. 

Für  den  imaginären  Teil  v  gelten  natürlich  dieselben  Sätze. 

§  37.   Entwicklung  einer  regulären  Funktion  in  eine  Potenzreihe. 

Cauchy  hat  aus  seiner  Formel  (§  36,  (8))  einen  allgemeinen  Satz 
über  die  Entwickelbarkeit  einer  regulären  Funktion  in  eine  Potenz- 
reihe abgeleitet.     Um  ihn   zu  beweisen,  gehen  wir  aus  von  der  aus 
den  Elementen  der  Analysis  (A.  A.  §  39)  bekannten  Reihe: 
1)  1  +2 +  ^2  _,_...  ^^r«  4-... 

Die  Summe  ihrer  n  ersten  Glieder  ist  (für  z  ::j=  1): 

_  1  -  ^" . 

ist    z  I  <  1  ,  so  kann  für  jede  noch  so  kleine  positive  Größe  e. 
2>  ^\<^ 
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dadurch  gemacht  werden,  daß  man  n  hinläuglich  groß  nimmt. 
Zufolge  der  Definition  der  Konvergenz  einer  unendlichen  Reihe 
(§30a,  II)  ist  also  dann: 

3)  lim.„=^_;^^, 

d.h.: 

1.  ]m    Innern    den  Einheitskreixes   konvergiert   die  Reihe  (/)  gegen 

Wir  können  über  die  Art  der  Konvergenz  noch  Genaueres  an- 
geben. Ist  die  Bedingung  (2)  für  eine  bestimmte  positive  Zahl 
r  =  r  und  für  ein  gegebenes  e  durch  einen  bestimmten  Wert  von  n  .. 
erfüllt,  so  wird  sie  mit  diesem  £  durch  denselben  Wert  von  n  (und  1 
alle  größeren  Werte)  auch  erfüllt  für  jeden  Wert  von  z,  dessen 
absoluter  Betrag  ^  r  ist;  denn  für  jeden  solchen  Wert  ist  z"  ^  r' 
und  \  —  z  ^  1  —  r.  Auf  Grund  der  Definition  der 
gleichmäßigen  Konvergenz  (A.  A.  §  53)  können  wir  also 
sagen : 

II.  Die  Reihe   [1]   konvergiert  gleichmäßig  auf  der 
p.     jg  Fläche  jedes  Kreises  um  den  Nullpunkt,   dessen  Radius 

<  1   ist. 

Nachdem  dieser  Vorbereitungssatz  gewonnen  ist,  wenden  wir 
uns  wieder  zu  Gleichung  (3)  von  §  36  zurück.  Wir  nehmen  zunächst 
der  Einfachheit  wegen  an,  daß  der  Nullpunkt  im  Innern  des  Defi- 
nitionsbereiches der  Funktion  f{z)  liegt  ^;  dann  können  wir  einen 
Kreis  um  den  Nullpunkt  als  Kurve  F  wählen.  Für  irgend  einen 
Punkt  C  in  seinem  Innern  und  für  alle  Punkte  z  auf  ihm  ist  dann 

:  <  ~  ; 

infolgedessen  konvergiert  nach  (I)  und  (II)  die  Reihe 

für  diesen  Wert  C  und  für  alle  diese  Werte  z  gleichmäßig  gegen 

1 

Die  Gleichmäßigkeit  der  Konvergenz  wird  auch  nicht  beeinträchtigt, 
wenn  wir  noch  alle  Glieder  mit  f{z)  multiplizieren.  Infolgedessen 
dürfen    wir  nach  §  28,   VHP  die  so   entstehende   Reihe  längs   der 

'  Von    dieser  Voraussetzung    werden    wir    uns    hinterher   leicht   befreien  Ä 
können  (s.  S.  134).  ' 

-  Vgl.  a.  die  diesbezügliche  Bemerkung  S.  99  und   117. 
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4) 


Kreisperipherie  gliedweise  integrieren.    Wir  erb  alten  dadurch  (nach 

§36(3)): 

^"  ■  ^  *  J  .*"+>   ^ 

und  damit  den  Satz: 

IIL  Ist  eine  Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen  in  einem 
Kreise  um  den  Nullpunkt  regulär,  so  läßt  sie  sich  für  alle  Punkte  'Z 
im  Innern  dieses  Kreises  in  eine  konvergente  Reihe  entwickeln,  die  nach 
Potenzen  von  Z  mit  positiven  ganzzahligen  steigenden  Exponenten  fort- 
schreitet. 

Über  das  Verhalten  der  Reihe  auf  der  Peripherie  des  Kreises 
sagt  der  Satz  nichts  aus. 

Für  die  Berechnung  der  in  (4)  auftretenden  Integrale  kann 
übrigens  nach  §  35,  V  der  Kreis  T  durch  irgend  eine  andere  den 
Nullpunkt  umschließende  Kurve  ersetzt  werden,  innerhalb  und  auf 
der  die  Funktion  f{z)  regulär  ist. 

§  38.    Eigenschaften  komplexer  Potenzreihen. 

Das  Ergebnis  dee  vorigen  Paragraphen  legt  die  Frage  nahe, 
ob  umgekehrt  eine  „Potenzreihe^'  in  einem  Bereich,  in  dem  sie  kon- 
vergiert, stets  eine  reguläre  analytische  Funktion  vorstellt.  Sei  also 
eine  solche  Reihe: 

1 )  2  «n  - "  =  ^0   +   ^1  ^   +   «2  ^'   +  •  •  •   +   «»  ^"  +   •  •  • 

?!  =0 

vorgelegt,  dann  müssen  wir  vor  allem  nach  ihrer  Konvergenz  fragen. 
Sie  konvergiert  jedenfalls  für  z  =  ü;  konvergiert  sie  für  keinen  andern 
Wert,   so   kann  sie  uns  nicht  zur  Definition  einer  Funktion  dienen. 

Konvergiert  die  Reihe  für  irgend  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert  z  =  c,  so  kann  man  ganz  wie  bei  Beschränkung  auf  reelle 
Veränderliche  (A.  A.  §  54)  die  Sätze  beweisen: 

I.  Konvergiert  eine  Potenzreihe  für  irgend  einen  von  jSidl  ver- 
schiedenen Wert  z  =  c,  so  konvergiert  sie  absolut  für  jeden  Wert  von  z, 
dessen  absoluter  Betrag  kleiner  als  der  von  c  ist,  oder  geometrisch 
ausgedrückt:  sie  konvergiert  absolut  im  ganzen  Innern  des  Kreises 
vom  Mittelpunkt  0  und  Radius  \c . . 
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II.  Eine  Potenzreihe,  die  nicht  für  alle  Werte  von  z  konvergiert 
und  auch  nicht  nur  für  z  =  ^>,  besitzt  stets  einen  bestimmten  Konver- 
genzhreis  von  der  Eigenschaft,  daß  sie  innerhalb  desselben  überall  kon- 
vergiert, außerhalb  desselben   überall  divfrrßert. 

Über  das  Verhalten  der  Reihe  auf  dem  Konvergenzkreise  selbst 
sagt  dieser  Satz  nichts  aus, 

Ist  c  ein  Punkt  im  Innern  des  Konvergenzkreises,  so  müssen 
für  r  =  c  jedenfalls  alle  Glieder  der  Reihe  dem  Betrage  nach  unter- 
halb einer  endlichen  Schranke  g  liegen,  es  muß  also: 

sein  für  »i  =  0,  1,  2,  ....     Es  sei  nun  r  irgend  eine  positive  Zahl 

<  '  c  I  und 

3)  !^I^r<|c'; 

d.  h.  schließlich:  z  sei  irgend  ein  Punkt  im  Inaern  oder  auf  der 
Peripherie  eines  mit  dem  Konvergenzkreise  der  Reihe  (1)  konzen- 
trischen kleineren  Kreises;  setzt  man  noch: 

4)  r  =  l]c\, 
so  folgt  A  <  1  und 

5)  I «„^"  +  i«„+i ^"^''  +  •  •  •  +  ;«„+p^"+^'i< .9 A"(i  +  /.  +  ...  +  //) 

Ist  der  rechts  stehende  Bruch  für  einen  bestimmten  Wert  von  n 
kleiner  als  eine  gegebene  positive  Zahl  e,  so  ist  auch  für  alle  der 
Bedingung  (3)  genügenden  z: 

d.h.: 

III.  Jede  Potenzreihe  konvergiert  gleichmäßig  in  jedem  Kreise^ 
der  mit  ihrem  Konvergenzkreise  konzentrisch  ist  und  einen  kleineren 
Badius  besitzt  als  dieser. 

Infolgedessen  ist  (Vg\.  A.  A,  §  54)  die  Summe  einer  solchen 
Reihe  im  ganzen  Innern  des  Konvergenzkreises  eine  stetige  Funktion 
von  X  und  v/;  sind  nämlich  z^  und  z.,  zwei  Punkte  im  Innern  des 
Konvergenzkreises  einer  Potenzreihe 

^(^)  =  "o  +  a^z  +  a^z^-^  .... 

und  ist  daher  sowohl  |  Zj  |  <  r  als  ,  2^2 1  "^  '" '  wobei  die  Zahl  r  ihrer- 
seits wieder  kleiner  als  der  Konvergenzradius  R  zu  wählen   ist.   so 
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kann  zu  jeder  gegebenen  noch  so  kleinen  Zahl  c  >  0  eine  positive 
ganze  Zahl  //  so  bestimmt  werden,  daß 

5')  I  ö„n  I  r-^'  +  !  ''»+2  I  '• "+''  +  •  •  •    <  y   (vgl.  (5)) 

wird.     Dann  wird 

n  oo  oo 

r  =  0  >'  =  »l  +  l  v  =  «  +  l 

«  OO  oo 

<ii;«..(v-v)i  +  |  +  | 

falls  Tg  in  einer  gewissen  Umgebung  des  Punktes  z^  gewählt  wurde; 
denn  |  2^.  (~i'  ~"  ^^'O  i  ist  dann  <-- wegen  der  bewiesenen  Stetigkeit 

der  ganzen  rationalen  Funktion  2'^r^*^  (§  ^^*  ^)- 

Aus  der  Gleichmäßigkeit  der  Konvergenz  folgt  ferner  (s.  §  28,  VII). 
IV.   Sind  Zq  tind  z-^  zwei  Funkte  im  Innern  des  Konvergenzkreises 

der   Potenzreihe   '^{z)^    so    kann   man  f'^[z)dz   durch   gliedweise  Inte- 

gration  der  Beihe  bilden  (s.  §  28,  VIII  und  die  zusätzliche  Bemerkung 
S.  99  und  114 1  und  sein  fFert  ist  unabhängig  vom   Wege  gleich 

a,  [z^  -  z,]  +  «,  ^i^L_«ol  ^  ^^  ^^'  -  ""'   +  .  .  .  (nach  §  35,  VI). 

Wir  beweisen  ferner  folgenden  Hilfssatz: 

Konvergiert  die  Potenzreihe  ^ [z]  [1]  in  einem  Kreisgebiete  \z\  <C  B., 
so  konvergiert  daselbst  auch  die  durch  gliedtoeise  Differentiation  ent- 
stehende Reihe 

6)  a^  +  2^2  2  +  803^2  ^_  ..  . 

Ist  nämlich  \z\  =^  r^  <  R  und  ist  r^   zwischen   r^   und  R  gelegene 
Zahl: 

z  I  =  r^  <r^<C  R, 

so  konvergieren  die  beiden  Reihen 

00  00 

2i«nlVS  21  «„IV. 

also  auch 

00  „        „         00  ■ 

,1  =  0  ^2         ^^  n  =  0 

'BüRKHARDT,  Funktionen.    I.  2.    Fünfte  Au8.  " 
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Um  80  mehr  konvergiert  dann  folgende  Reihe  mit  kleineren  Gliedern: 


n  =  l 


d.  h.  die  Reihe  (6)  konvergiert  für  alle  z  <i  li  absolut.  Aus 
Satz  III  folgt  dann,  daß  sie  in  jedem  abgeschlossenen  Kreisgebiete 
I  7  I  ^  r,  falls  r  <^  H  gleichmäßig  konvergiert. 

Nun  lassen  sich  die  Sätze  IX  und  X  des  §  28  samt  ihren  Be- 
weisen wörtlich  auf  den  Fall  übertragen,  wo  statt  der  reellen 
Funktion  und  der  reellen  Veränderlichen  a-  eine  solche  komplexe 
Funktion  der  Veränderlichen  z  =  x  -\-  ii/  im  Sinne  von  §31,1 
vorausgesetzt  wird,  deren  Integral  in  einem  gewissen  Bereich  S8 
nur  von  den  Integrationsgrenzen,  aber  nicht  von  dem  diese  ver- 
bindenden Wege  abhängt,  so  daß  also  bei  festgehaltener  unterer 
Grenze  das  Integral  eine  in  53  reguläre  analytische  Funktion  der 
oberen  Grenze  wird  (S.  121/22i.  Wir  dürfen  daher  den  vorigen 
Hilfssatz  durch  die  folgende  viel  schärfere  Aussage  ersetzen: 

V.  Jede  Potenz  reihe  der  Form  (/)  darf  im  Tunern  ihres  Konver- 
yenzkreises  überall  yliediceise  differenziert  werden  und  stellt  folglich 
dort  eine  reguläre  Funktion  der  homplexen  Feränderliclien  z  im  Sinne 
iwn  §  33  dar. 

Dieser  Satz  ist  die  Umkehrung  des  Caüchy scheu  Satzes  §37,111. 

Konvergiert  die  Potenzreihe  (1)  für  alle  endlichen  z,  so  stellt 
sie  also  eine  für  alle  endlichen  z  reguläre  analytische  Funktion  dar; 
und  umgekehrt  läßt  sich  jede  derartige  Funktion  nach  §  37  durch 
eine  beständig  konvergente  Potenzreihe  darstellen.  Man  nennt  eine 
solche  Funktion  nach  Weierstrass  eine  ganze  Funktion,  genauer; 
eine  ganze  transzendente  Ftinktion,  wenn  die  sie  darstellende  Potenz - 
reihe  unendlich  viele  von  Null  verschiedene  Koefüzenten  besitzt, 
während  man  es  andernfalls  mit  einer  ganzen  rationalen  Funktion  zu 
tun  hat  (§  19). 

Da  wir  die  Ableitung  der  vorgelegten  Funktion  wieder  durch 
eine  Potenzreihe  dargestellt  haben,  können  wir  auf  sie  dieselben 
Schlüsse  anwenden  und  uns  so  von  der  Existenz  einer  zweiten  Ab- 
leitung überzeugen  usf.  Wir  können  daher  allgemein  den  Satz 
aussprechen : 

VI.  Jede  Po/enzrcihe  besitzt  innerhalb  ihres  Konvergenz kreises 
stetige   Ableitungen  beliebig  hoher  Ordnung. 

Verbinden  wir  dieses  Ergebnis  mit  dem  Cauchy  sehen  Satze 
§  37,  III,  so  erhalten  wir  den  folgenden  wichtigen  und  merk- 
würdigen Satz: 
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VII.  Jede  analytische  Funktion,  welche  in  einem  bestimmten  Be- 
reiche 93  regulär  ist^,  hat  innerhalb  dieses  Bereiches  stetige  Ableitungen 
beliebig  hoher  Ordnung ;  diese  Ableitungen  sind  selbst  reguläre  Funktionen. 

Ferner  können  wie  bei  Beschränkung  auf  reelle  Gr()Ben  (A.  A. 
i<  67,  I,  II)  die  folgenden  Sätze  bewiesen  werden  (die  besondere 
Rolle,  welche  nach  der  Fassung  einiger  dieser  Sätze  dem  Nullpunkt 
zuzukommen  scheint,  kann  auf  irgend  einen  anderen  dem  Regulari- 
tätsbereich,  von  f{z)  angehörigen  Punkt  übertragen  werden,  vgl.  die 
Fußnote  dieser  Seite  oder  auch  §  39): 

YIII.  7^^  eine  Potenzreihe  vorgelegt,  die  nicht  nur  für  z  =  0 
konvergiert,  so  kann  für  den  absoluten  Betrag  von  z  eine  Grenze  q  so 
angegeben  werden,  daß  für  alle  2;|<(>  das  erste  Glied  der  Beihe, 
dessen  Koeffizient  nicht  ^idl  ist,  dem  absoluten  Betrage  nach  die  Summe 
aller  übrigen  überwiegt.  Eine  Potenzreihe  kaun  also  nur  dann  für 
alle  z  einer  Umgebung  des  JSidlpunkts  verschwinden,  wenn  alle  ihre 
Koeffizienten  Null  sind. 

IX.  Für  jede  in  der  Umgebung  des  Punktes  z  =  0  reguläre 
Funktion  f(z),  die  sich  daselbst  nicht  identisch  auf  die  Konstante  Null 
reduziert,  läßt  sich  ein  Kreis  von  z  =^  0  von  so  kleinem  Badius  an- 
geben, daß  in  ihm  kein  Nullpunkt  von  f{z)  Hegt,  außer  etwa  z  ■=  0 
selbst. 

Zusatz:  Ersetzt  man  in  Satz  IX  den  Nullpunkt  durch  irgend 
einen  anderen  Punkt  z^ ,  was  offenbar  erlaubt  ist,  ist  ferner  f\z^  =  w^ 
und  wendet  man  den  Satz  auf  die  Funktion  f[z\  —  w^^  an,  so 
hndet  man: 

X.  Gehört  der  Punkt  z^  dem  Begularitätsber eiche  der  Funktion 
f{z)  an,  so  ist  die  Differenz  Aw  =  f{Zf^  -\-  A  z)  —  f[z^  von  Nidl  ver- 
schieden, falls  der  Zuwachs  A  z  dem  Betrage  nach  genügend  klein, 
aber   von  Null  verschieden  gewählt  wurde. 

Dieser  Zusatz  zu  Satz  IX  wird  benutzt  beim  Beweise  des 
folgenden  Satzes: 

XI.  Ist  tv  =  f\z)  in  einem  Bereiche  B  der  z-Fbene  eine  reguläre 
analytische  Funktion  und  gehören  die  w-f teerte,  die  f[z)  daselbst  an- 
nimmt, einem  Bereiche  $8  der  ic-Fbene  an,  in  welchem  t  =  F(w)  eine 
reguläre  analytische  Funktion  ist.  so  ist  F  (f{z'f)  eine  in  B  reguläre 
analytische  Funktion  von  z. 

Ist  Zf,  ein  Punkt  von  B,  xc^  =  f{z^),  t^  =  F[w^)  und  ist  A  z  von 
Null    verschieden,    aber    dem    Betrage    nach    so    klein,    daß  Aw  = 

^  Daß  in  §  37,  III  der  Nullpunkt  als  zu  ^-ö  gehörig  vorausgesetzt  wurde; 
ist  offenbar  unerheblich  und  läBt  sich  durch  Einführung  von  s  —  a  an  Stelle 
von  X  vermeiden;  vgl.  a.  S.  134. 

9* 
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/'(Zy  +  Az)  —  f[z^  von  Null  verschiedea  ist  (s.  Satz  X)  und  daß 
zugleich  der  Funktionswert  F{w^  -\-  A  ic)  =  t^ -\-  A  t  dem  Bereiche  58 
angehört,  so  strebt  für  lim  Az—>Q  der  Quotient 

j-^\.F[f{z,  +  Az^;)-F{f[z,))^, 

für  den  man  nach  dem  Vorausgeschickten  auch 

A  t      A  w 
J  tu     A  z 

schreiben  darf,  dem  endlichen  Grenzwert 

zu. 

In  dem  besonderen  Falle  t^w-""  besagt  Satz  XI  folgendes: 
XI a.   In  jedem   Bereiche,  in   dem   f{z)   sich   regulär   verhält   und 
von  Null  verschieden   ist,   ist   auch   (f{z))  ~  ^   eine   reguläre   analytische 
Funktion  von  z.    (Vgl.  §  33,  III.  i 

Aus  VIII  und  IX  ergibt  sich  auch  folgender  wichtige  die  Ein- 
deutigkeit der  Potenzreihenentwicklung  einer  analytischen  Funktion 
feststellende  Satz: 

XII.  Wenn  zwei  Reihen 

oo  oo 

n=0  n=0 

für  unendliche  viele  z,  die  den  JSuUpunkt  zur  Häufungsstelle  haben,  in 
ihren    Werten  miteinander  übereinstimmen,  so  ist 

n  n 

für  n  =  0,  1,2,.  .  .   . 

CO 

Denn    die    Funktion   f{z)  —  ff{z)  =  ^{a^  —  b^)z''   ist   nach    IX 

identisch  gleich  Null;  es  kann  also  nach  VIII  keiner  ihrer  Koeffi- 
zienten (a    —  b  )  von  Null  verschieden  sein. 

Endlich  können  wir  mit  Hilfe  des  Satzes  VII  noch  die  folgende 
Umkehrung  des  Satzes  §  35,  III  beweisen: 

XIII.  Ist  die  Funktion  f  {z)  innerhalb  eines  Bereiches  $8  stetig 
und  ist  für  jede  geschlossene  Linie  F,  die  ganz  innerhalb  dieses  Be- 
reiches verläuft 

ff[z)dz  =  0, 
r 

so  ist  f[z)  innerhalb  dieses  Bereiches  regulär. 
Es  ist  nämlich  dann  (vgl.  §  35,  IV) 
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unabhängig  vom  Wege  (sofern  nur  Wege  innerhalb  SB  in  Betracht 
gezogen  werden);  also  bei  festgehaltenem  z  eine  eindeutig  definierte 
Funktion  von  z.  Diese  Funktion  hat  (vgl.  §  35,  S.  121/22)  in  jedem 
Punkte  von  33  eine  bestimmte  Ableitung,  nämlich  eben  f{z).  Also 
ist  sie  regulär;  also  ist  nach  VII  auch  f{z)  regulär. 

§  39.    Dje  Potenzreihe  als  TAYLORSche  Reihe. 

Setzen  wir  in  den  Reihenentwicklungen  der  Ableitungen  von 
f{z),  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  (V,  VI)  erhalten  haben,  z  —  0, 
so  erhalten  wir  eine  Reihe  von  Gleichungen: 

r  (0)  =  o, , 

f".{0)  =  2a,, 


welche  zeigen,  daß  sich  die  Koeffizienten  der  vorausgesetzten  Reihen- 
entwicklung von  f{z)  eindeutig  durch  die  Werte  der  Ableitungen 
von  f\z)  für  z  =  0  ausdrücken  (vgl.  A.  A.  §  70). 

Tragen    wir    die    gefundenen  Werte    der    Koeffizienten    in    die 
Reihe  (1)  des  vorigen  Paragraphen  ein,  so  erscheint  sie  als 

I.  Maclaurinsche  Reihe: 

2)     f[z\  =  m  +  ^r(O)  +  T^rco.  + ...  +  ^pm  + ... 

Andererseits  liefert  die  Vergleichung  von  (1)  mit  §  37,  (4)  folgende 

II.  Ausdrücke  der    Werte  der  Funktion  und  ihrer  Ableitungen  im 
Nullpunkt  durch  bestimmte  Integrale: 

'mO:  =  ^/-^^. 

Alle  diese  Integrale  sind  zunächst  über  einen  Kreis  zu  nehmen,  der 
ganz  dem  Innern  des  Gebietes  angehört,  in  dem  die  Funktion 
regulär  ist,  und  der  den  Nullpunkt  einfach  umschließt;  nach  §35,  IV 
können  sie  statt  dessen  über  eine  beliebige  andere  den  Nullpunkt 
umschließende  einfache  Linie  jenes  Gebietes  genommen  werden. 
Aus  den  Integraldarstellungen  (3)  ergeben  sich  Ungleichungen 
für  die  Koeffizienten  einer  Potenzreihe.  Sei  nämlich  M  die  obere 
Grenze  der  absoluten  Beträge  der  Werte,   welche  die  Funktion  auf 
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einem  Kreise  vom  Radius  r  annimmt,  auf  dem  die  Reihe  noch  kon- 
vergiert, so  folgt: 

<:  _1    f  l/"(^)i       d.x  Mr—'    C\  dx  I 

'^«    —  ilr  J  T*T    I '^  -2«      Jr*T 

Es  ist  aber  — —  =  rf  ff ,  wenn  z  =  r  (cos  (f  +  i  sin  <f )  gesetzt  wird 
(vgl.  §  35,  13,  14);  also  folgt  der  Cauchysche  Koeffizientensatz: 

4)  «„  i  <  ^^  ^~"  • 

Hieraus  ergibt  sich  sofort  folgender  Satz: 

III.  Eine  ganze  (rationale  oder  transzendente)  Funktion  f  [z],  die 
nach  §  35  durch  eine  beständig  konvergente  Potenzreihe 

fiz)  =  a^^  -\-  a^z  -{-  a^z^'  -\-  ... 

darstellbar   ist,  kann  ihrem  absoluten  Betrage  nach  nicht  für  alle  end- 
lichen z  unterhalb  einer  endlichen  Schranke  bleiben. 
Denn  wäre  für  alle  z: 

so  wäre  nach  (4)  für  jedes  noch  so  große  ?•: 

a      <  Mr-", 

also  o^^  =  0  für  7<  =  1,  2,  3,  .  .  .,  d.  h.  f\z)  gleich  der  Konstanten  o^. 
Die  Entwicklungen  der  letzten  Paragraphen  gestatten  eine  ein- 
fache Verallgemeinerung  auf  den  Fall,  daß  an  Stelle  des  Nullpunktes 
ein  anderer  Punkt  der  Ebene  tritt.  Ist  nämlich  eine  Funktion  f{z) 
in  der  Umgebung  von  z  =  n  regulär,  so  wird  sie  durch  die  Sub- 
stitution 

5)  c  _  «  =  ;; 

verwandelt  in  eine  Funktion  7-  (^j  von  ^,  welche  in  der  Umgebunj? 
des  Nullpunktes  regulär  ist,  also  nach  I  in  die  MACLAURiNSche 
Reihe: 

61  (piC)  =  r^  (0)  +  Cff'iO)  +  7^r"*0)  +  ... 

entwickelt  werden  kann.  Führen  wir  statt  l.  und  <f  wieder  z  und  /" 
ein,  80  erhalten  wir: 

IV.  die    Taylor  sehe  Reihenentioicklung : 

7)     f[z)  =  f{a)  +  [z  -  a)f[a)  +  ^^^f"{a)  +  . . .  +  ^'  „."^"/"""H  +  •  •  • 

Sie  konvergiert  innerhalb  eines  Kreises  um  den  Punkt  z  =  a  als 
Mittelpunkt,  in  dem  die  Funktion  f\z)  regulär  ist. 
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An  Stelle  der  Formeln  (2)  treten  in  diesem  Fallo: 

'        ^   '         2n  /  J     X  -  a    ' 
I      )^'         2  71  ij   iz-af 

'       ;''^~    2niJ  [X  -«.)"+" 

die  Integrale  sind  hier  über  eine  den  Punkt  z  =  a  einfach  um- 
schließende Kurve  zu  nehmen,  die  ganz  dem  Gebiete  angehört,  in 
welchem  die  Funktion  regulär  ist.  Die  erste  dieser  Formeln  ist 
identisch  mit  §  36  (3),  die  übrigen  können  auch  gewonnen  werden, 
indem  man  in  jener  Formel  die  Funktion  f{z)  durch  ihre  Ableitungen 
ersetzt  und  dann  wiederholt  partiell  integriert. 

Wir  haben  früher  schon  gesehen,  daß  die  FuLktionen /j  (r)  + /'g  (r), 
f\{z)  f^{z\  in  der  Umgebung  einer  Stelle  z^  regulär  analytisch  sind 
(oder  kürzer  ausgedrückt,  daß  sie  sich  an  der  Stelle  z-^  regulär  ver- 
halten %  wenn  das  gleiche  von  den  Funktionen  f\  {z\  f^  [z)  gilt  (§  33,  III). 
Für  den  Nachweis  der  Regularität  des  Quotienten  f^  [z] :  f^  {z)  an  der 
Stelle  z^  war  noch  die  weitere  Voraussetzung:  /2  (-^o)  4=  0  zu  machen. 
Um  dann  beispielsweise  für  das  Produkt  /^  (z)  f.^  [z)  die  Potenzreihe 
^  [z  —  z^)  zu  finden,  kann  man  entweder  genau  nach  dem  A.  Ä.  §  54,  VI 
angegebenen  Verfahren  die  Potenzreihen 

und 

b,  +  \  [z  -  zo)  +  b,  {z  -  z,f  +  . . .  für  /;  (z) 

miteinander  multiplizieren,  wodurch  man  findet 

^l^  (^  -  ^o)  =  «0  K  +  («1  ^0  +  «0  *i)  (^  -  -^o) 

+  [a.,  b^  +  f/j  b^  +  a^  b.^  [z  —  z^f  +  . . 

oder  man  kann  die  Koeffizienten  dieser  Reihe  auch  finden,  indem 
man  die  Difi"erentialquotienten  von  ^  (z) /^g  (•2^)  für  z  =  z^  bildet  und 
Formel  (7)  benutzt.  Nach  diesem  Verfahren  lassen  sich  auch  die 
Koeffizienten  der  Potenzreihe  für  f^  (z) :  f^  (z)  (unter  der  Voraus- 
setzung f^  (Zy)  4^  0)  berechnen,  falls  man  nicht  vorzieht,  die 
Methode    der   unbestimmten   Koeffizienten    zu  benutzen  (A.A.  §68). 


'  Oder    auch,    daß    diese    Stelle    für    die    betreffenden    Funktionen    eine 
reguläre  ist. 
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§  39a.   Analytische  Fortsetzung. 

Ist  die  Funktion  f[z]  in  einem  Bereiche  B  regulär,  so  gehört 
nach  §  39,  IV  zu  jedem  Punkte  z^  von  B  ein  Konvergenzkreis, 
innerhalb  dessen  f[z)  durch  eine  nach  Potenzen  von  z  —  z^  fort- 
schreitende Reihe  ^^  {z  —  z^)  dargestellt  werden  kann.  Beschränkt 
man  sich  auf  einen  ganz  innerhalb  B  liegenden  abgeschlossenen 
Bereich  SB',  so  haben  die  Radien  o(zJ  dieser  Kreise  in  ^'  eine 
untere  Grenze  p  >  0  (s.  §  26,  Va). 

Wenn  nun  der  Punkt  z^  von  Sß'  innerhalb  des  Konvergenz- 
kreises der  Reihe  ^„  {z  —  zj  liegt,  so  kann  man  die  Koeffizienten 
der  Reihe  ^^  [z  —  z^)  =  f[z)  dadurch  finden,  daß  man  in  ^^  [z  —  z^, 

^(j'  {z  —  Zg),  YT  ^^o"  (•^  "~  ^o\  •  •  •  ^ür  z  den  Wert  z^  einsetzt.  Man 
sagt  dann:  Die  Reihe  ^^  (z  —  z^)  ist  aus  ^(,(z  —  z^)  (unmittelbar)  ab- 
geleitet worden.  Sind  weiter  a,  b  irgend  zwei  Punkte  in  SB',  so 
kann  man  noch  auf  sehr  viele  Weisen  eine  endliche  Anzahl  n  in  SB' 
gelegener  Punkte  z^,  Zg,  .  .  .  z^  (die  man  etwa  auf  einer  a  und  h 
verbindenden  Linie  L  annehmen  möge)  zwischen  a  und  b  einschalten 
derart,  daß  die  Entfernungen  z^ .^j  —  z^  <:io  ausfallen  für  i^  =  0, 1, 2...??; 
unter  z^  verstehen  wir  dabei  soviel  wie  a,  unter  z^  ^  soviel  wie  b. 
Es  genügt  offenbar,  die  ganze  Zahl  n  gemäß  der  Bedingung  uq'P'  l 
zu  wählen,  unter  l  die  Länge  der  Linie  L  verstanden.  Von  den 
f{z)  darstellenden  Potenzreihen 

1)  %{^-a),     %{z-z,),     ^,(z-zj,  ...  ^„^^(z-Z.) 

läßt  sich  die  zweite  aus  der  ersten,  die  dritte  aus  der  zweiten  usw.. 
die  letzte  aus  der  vorletzten  unmittelbar  ableiten.  Es  läßt  sich  also 
auch  die  letzte  aus  der  ersten  und  umgekehrt  mittelbar,  d.  h.  mittels 
der  eingeschobenen  Zwischenwerte  ableiten. 

I.  Die  in  einem  Bereiche  B  reguläre  analytische  Funktion  f[z) 
ist  somit  schon  völlig  bestimmt  durch  Awjabe  eines  „Funktioiiselementes'''. 
d.  h.  einer  f[z)  in  der  J'mfiebnng  einer  beliebigen  Stelle  a  von  B  dar- 
stellenden Potenzreihe  ^^j  [z  —  a).  Auch  für  irgend  einen  nicht  im  Kon- 
vergenzkreis dieser  Reihe  liegenden  Punkt  b  des  Bereiches  B  läßt  sich 
aus  '^q[z  —  a)  der  Funktionswert  f{b)  vnd  die  Entwicklung  ^„.j  {z  —  b) 
nach  dem  ungegcbmni  Verfahren  in  eindeutiger,  von  der  If  ahl  der 
Zwischenwerte  Zj ,  Zg ,  ...  z^  unabhängiger  Heise  getoinnen.  Man  nennt 
dieses  Ferfahren  auch  „analytische  Fortsetzung''^  des  Funktions- 
elements ^^  (z  —  a)  [längs  des    II  egcs   Jj). 

Die  vorstehenden  Überlegungen  liefern  noch  folgende  Verall- 
gemeinerungen der  Sätze  IX  und  XII  des  §  38: 
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II.  In  jedem  Bereiche  93',  der  ganz  innerhalb  des  Lefinitions- 
Bereiches  B  einer  regulären,  nicht  identisch  sich  auf  Null  reduzieren- 
den Funktion  f[z)    liec/t,  hat  f\z)   nur    eine  endliche  Anzahl  Niälstdlen. 

Denn  hat  f{z)  in  S8'  unendlich  viele  Nullstellen,  so  haben  diese 
eine  in  B  gelegene  Häufungsstelle  a.  Dann  ist  nach  §  38,  XII  in 
der  Umgebung  der  Stelle  a 

daraus    aber    ergibt    sich    durch    analytische  Fortsetzung  für  alle  z 
des  Bereiches  B: 

f{z)^0. 

III.  Si7id  die  zwei  Funktionen  f{z),  (f[z)  in  einem  Bereiche  B  regulär 
und    ist    für  unendlich  viele  z,    die  in  B    eine   Häufungsstelle  besitzen, 

so  gilt  für  alle  z  des  Bereiches  B: 

f{z)^<f{z). 

Der    Beweis    ergibt    sich    durch    Anwendung    von    Satz  II    auf   die 
Funktion  f{z)  —  (p[z). 

Aus  Satz  III  folgt  insbesondere: 

IV.  Sind  ^^o(^~^o)  ^''^^  ^il-^""-^!'  ^^^^  Taylor  sehe  Reihen, 
deren  (nicht  konzentrische)  Konvergenzkreise  K.y ,  Ä., ,  teilweise  über- 
einander greifen  und  gilt  für  unendlich  viele  im  Innern  des  gemein- 
samen Konvergenzgebietes  B  gelegenen  und  daselbst  eine  Ilänfungs- 
stelle  a  besitzenden  Punkte  a^,  a.^,  ... 

so  gilt  für  alle  z  von  B 

%[z--z,)  =  '^,[z-z^). 

Nach  Satz  I  läßt  sich  dann  aus  %q{z  —  z^)  eine  Fotenzreihe 
^,  [z  —  a)  (durch  unmittelbare  analytische  Fortsetzung)  ableiten  und  aus 
^2  {^  —  «)  läßt  sich  ^^  [z  —  Zq)  (durch  mittelbare  oder  iinmittelbare 
analytische  Fortsetzung)  geivinnen.  Die  beiden  gegebenen  Fotenzreihen 
^Q  (z  —  Zq)  und  ^■^^{z  —  2'^)  sind  also  Elemente  einer  in  dem  durch 
Vereinigung  der  beiden  Kreisgebiete  K^ ,  K^  entstehenden  größeren  Ge- 
biete regulären  Funktion. 

§  40.  Die  Exponentialfunktion  und  die  trigonometrischen  Funktionen 

Sinus  und  Cosinus. 

Im  ersten  Abschnitt  fragten  wir  nach  Verknüpfungen  komplexer 
Zahlen,  die  denselben  Rechnungsregeln  folgen,  wie  die  in  der 
elementaren  Arithmetik  betrachteten  Verknüpfungen  reeller  Zahlen, 
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und  die  wir  daher  zweckmäßerweise  mit  denselben  Namen  belegteu. 
mit  denselben  Zeichen  bezeichneten  und  als  Verallgemeinerungen 
der  elementaren  algebraischen  Operationen  ansahen.  Ebenso  kann 
man  nach  Verallgemeinerung  der  in  der  elementaren  Analysis  be- 
handelten transzendenten  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen 
fragen;  für  die  einfachsten  unter  ihnen  reichen  zur  Beantwortung 
dieser  Frage  bereits  unsere  bis  jetzt  abgeleiteten  Hilfsmittel  aus. 

Die  Frage:  was  ist  z.  B.  e"  (oder  sinr  oder  cos  z)  für  komplexe 
Werte  von  z?  hat  an  sich  keinen  Sinn.  Man  muß  vielmehr  so 
fragen:  gibt  es  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen,  welche 
sich  auf  die  in  den  Elementen  mit  e'',  sin  x,  cos  x  bezeichneten 
Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen  x  reduzieren,  wenn  man  z 
einen  reellen  Wert  x  beilegt?  Daß  es  in  den  drei  Fällen  e'',  sin  x, 
cos  X,  jedesmal  höchstens  eine  im  Endlichen  überall  reguläre 
Funktion  von  der  verlangten  Eigenschaft  gibt,  ist  nach  §  39  a,  Hl 
von  vornherein  klar;  daß  es  tatsächlich  eine  solche  gibt,  sieht  man 
so  ein: 

Die  Funktionen  e-,  sin  z,  cos  z  werden  in  der  elementaren 
Analysis  für  reelle  z  durch  die  unendlichen  Potenzreihen: 


1)        QX])z  oder  e'  =1  +  z  +  ^  +  .  .  .  +  ~  + 


X- 


2w  +  l 


S)  cosz=l-   ;-  +  -  +  ...  +  (-!)•  ^i^  +  ... 

dargestellt  (A.  A.  §  58,  63).  Von  diesen  Reihen  wird  gezeigt,  daß 
sie  für  alle  endlichen  reellen  Werte  von  z  konvergieren.  Nach 
§  38,  I  konvergieren  sie  also  auch  für  alle  endlichen  komplexen 
Werte  von  z  und  stellen  ganze  transzendente  Funktionen  (§  381  von 
z  dar.     Wir  können  demnach  sagen: 

1.  Es  gibt  drei  (durch  die  Heiken  (/) — [3]  dargestellte)  ganze 
transzendente  Funktionen,  die  für  reelle  Werte  der  Verönderlichen  viä 
den  in  der  elementaren  Analysis  depnierten  Fvnhtionen  e~  oder  exp  z, 
sin  z,  cos  z  ühereinstivimen ,  und  die  wir  deshalb  auch  für  homjilfxe 
z  mit  «',  siji  z,  cos  z  bezeichnen. 

Unmittelbar  aus  der  Definition  durch  die  Reihen  (1) — (3)  liest 
man  ab,  daß  zwischen  diesen  Funktionen  die  folgenden 

IL    Eni  er  sehen  Reaktionen  bestehen: 

4)  e''-  =  cosz  +  i  sin  z  , 

5)  e~'' =  coä  z  —  isiü  z  , 
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mit  ihren  Auflösungen: 

6)  cosr  =  \{e'-~  +  e-'"), 

7)  "  sinz  =  -L(e^--^--), 
oder  was  dasselbe  ist: 

8)  cos/ 2-  =  \[e'  +  e--), 

9)  sin  iz  =  .,  {e~  —  e~^)- 

III.  Von  Gleichimg  (4)  xcerden  wir  namentlich  Gebrauch  machen, 
um  im  folgenden  die  iJar Stellung  einer  komplextn  Zahl  durch  absoluten 
Betrag  und  Arcus  {§  4,  II)  in   der  kurzen  Form: 

10)  z  =  re'"P 

zu  schreiben.  • 

Eine  fundamentale  Eigenschaft  der  Exponentialfunktion  einer 
reellen  Veränderlichen  findet  ihren  Ausdruck  in  dem 

IV.  Additionstheorem: 

11)  e^i  +  -2  =  e-.  .  t--\ 

man  bestätigt  sein  fortbestehen  für  komplexe  Veränderliche  durch 
Ausmultiplikation  der  rechts  stehenden  Reihen  (A.  A.  54,  VI),  unter 
Zuhilfenahme  elementarer  Eigenschaften  der  Binomialkoeftizienten. 
Aus  (11)  folgt  für  r^  =  Zg :  exp 'iz^  =  (exp  Zj)^  hieraus  nach 
Multiplikation  mit  exp  z^  auf  Grund  von  (1 1} :  exp  3zj  =  (exp  z^  usw., 
allgemein 

12)  «»^  =  (e=)«. 

Für  -2  =  "■  ~i  ^^^g^  ^^^  ^^^Y 

13)  e-^  =  4  • 

'  e- 

Drückt  man  ferner  Sinus  und  Cosinus  einer  Summe  auf  Grund 
von  (6)  und  (7)  durch  Exponentialfunktionen  aus,  wendet  deren 
Additionstheorem  (11)  an  und  führt  schließlich  auf  Grund  von  (4) 
und  (5)  wieder  trigonometrische  Funktionen  ein,  so  erhält  man: 

V.  die  Additionstheoreme  der  trigonometrischen  Fiinktiojien  Sinus 
lind  Cosinus: 

14)  sin  [z^  +  z,)  =  sin  z^  cos  z^  -f  cos  z^  sin  z^ , 

15)  cos  iZj  +  z,)  =  cos  Zj  cos  z,  —  sin  Zj  sin  Zg . 

Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt  insbesondere  für  Z2  =  — z^: 

16)  cos^z  +  sin^z  =  1. 
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Darch  gliedweise  Difierentiation   der  Reihen  (1) — (3).  die  nach 
§  38,  V  erlaubt  ist,  ergeben  sich  ferner: 
VI.   dii;  Differentialgleichungen: 

,  _,  (/  e'  .         (/  sin  X  ^  cl  coa  x 

17)  -; —  =  «-,      —3 =  c08c,       -, =  — sinz. 

^  dx  dx  d%. 

Damit  haben  wir  das  Fortbestehen  der  tundamentalen  Eigen- 
schaften der  reellen  Funktionen  <?%  sin  z,  cosz  für  die  gleichbezeich- 
neten Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen  nachgewiesen. 

§  41.     Die    Periodizität   der   trigonometrischen    und    Exponential- 
funktionen. 

Sinus  und  Cosinus  einer  reellen  Veränderlichen  sind  periodische 
Funktionen    mit    der  Periode   2  tt,    d.  h.    es    bestehen  identisch  die 
Gleichungen : 
1)  sin(2 -f  2;r)  =  sinr,       cos(z  +  2  tt:  =  cosz; 

dies  gilt  zuuächst  für  alle  reellen  z  (A.  A.  §  62).  Wir  können  aber 
hieraus  und  aus  dem  Satze  III  Ton  §  89a  sofort  schließen,  daß 
diese  Gleichungen  auch  für  alle  komplexen  Werte  von  z  gelten 
müssen. 

(Periodische  Funktionen  sind  eine  spezielle  Art  automorpher 
Funktionen  (§  17,  IV).) 

Aus  den  Eulee sehen  Relationen  folgt  dann: 

d.h.: 

I.  Die  Exponentialfunktion  ist  eine  periodische  Funktion  mit  der 
Periode  2  %  i. 

Ferner  ist  2,t  eine  primitive  Periode  des  Cosinus  und  des 
Sinus  (A.  A.  §  62).  Daraus  folgt  dann  durch  indirekten  Schluß  auf 
Grund  der  Gleichung  §  40,  (8): 

II.  2:1  i  ist  primitive  Periode  der   Exponentialfunktion. 

Wir  untersuchen   nun,   ob   die   Exponentialfunktion  außer  2n: 
und    —2,7/    etwa    noch   andere    primitive   Perioden  besitzt.     Dazu 
bemerken  wir  zunächst  (vgl.  A.  A.  §  35  i5)  oder  oben  §  40  (17)): 

III.  Die  Exponentvtlfunktion  g*  wächst  stetig  von  0  bis  +00, 
icenn  x  stetig  zunehmend  alle  reellen  f'/erte  von  —  oo  bis  +00 
durchläuft. 

IV.  Sie  nimmt  also  jeden  reellen  positiven  fFert  für  einen  und  nur 
für  einen   reellen    IVert  x  an. 
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Angenommen  nun,  es  sei  a  eine  Periode  der  Exponentialfunktion, 
und  es  seien  z^  und  z^  zwei  um  a  verschiedene  Werte: 
3)  2-2  —  Zj  =  n; 

dann  muß: 

1)  «-■  =  e-'2 

sein.  Die  Formeln  ^4)  und  (11)  von  §40  gestatten,  in  der  Expo- 
nentialfunktion reellen  und  imaginären  Bestandteil  zu  trennen;  sie 
ergeben  nämlich: 

5)  '      <?*  +  '■  v  =  gl  cos  ij  -\-  i  e  '■  sin  y  . 

Wird  also  z^  =  x^  +  iy^ .  z.^  =  x^ -^  iy^  gesetzt,  so  folgt  aus  (4): 

6)  e""^  cos  y^  =  c^»  cos  y.^ ,  e^-  sin  y^  =  e^^  sin  y, , 
und  aus  beiden  Gleichungen  vermöge  §  40.  (16]: 

Daraus  folgt  aber  nach  IV: 

X^     ■:=■    X^  , 

und  dann  aus  (6) 

cosr/^  =  cos  ^2 ,       siny^  =  sin  1/3 , 
also 
k.  2/2  =  ^1  +  2  ^  ^-r  • 

öomit  haben  wir  den  Satz: 

V.  Jede  Periode  der  Exponentialfunktion  in  ein  Fielfaches  von 
+  2ni,  jede  Periode  des  Sinus  oder  Cosinus  ein  Vielfaches  von   +  2  ,t. 

Wir  fügen  dem  noch  die  Definition  bei: 

VI.  Eine  periodische  Funktion^  deren  sämtliche  Perioden  ganz- 
zahlige  Multipla  einer  primitiven  Periode  sind,  heißt  eine  einfach 
periodische  Funktion; 

dann  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

VIL  Exponentialfunktion,  Sinus,  Cosinus  sind  einfach  periodische 
Funktionen. 

Nach  IV  kann  der  Faktor  r  auf  der  rechten  Seite  von  §40  (10), 
falls  er  von  Null  verschieden  ist,  auf  die  Form  e-  gebracht 
werden,  d.  h. 

Vni.  Jede  von  Null  verschiedene  komplexe  Zahl  z  kann  auf  die 
Form 

7)  z  =  ß'  +  '■'? 

gebracht  icerden,  wo  ^  =  log  |  z  ;  ^  eindeutig,  tj  =  arcus  r  bis  auf  Viel- 
fache von  2n  bestimmt  ist. 


^  log  i  X  I  bedeutet  hier  den  reellen  natürlichen  Logarithmus  (A.  A.  §  37). 
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§  42.    Durch  einfach  periodische  Funl<tionen  vermittelte  konforme 

Abbildungen. 

Die   letzten  Entwicklungeu   des   vorigen  Paragraphen   gestatten^ 
nun    aucli,    die   durch   die   Funktionen   e~ ,   sin  z,   cos  z   vermitteltei 
konformen  Abbildungen   im   einzelnen   zu  verfolgen.     AN'as   zunächs 
die  erste  von  diesen  Funktionen  betrifft,  so  folgt  aus  YIII: 

L   Jjie  Funktion 

w  =  e-      oder     u  -\-  iv  =  e^  +  '",   iro 
11  =  e^  cos  y,  V  ■=  e^  sin  ?/ , 

nimmt  jeden  endlichen,  von  I^iUl  verschiedenen  Jf'ert  ic  in  unendlich 
vielen  Funkten  der  z- Ebene  an,  die  sich  alle  aus  irgend  einem  von 
ihnen  durch  Addition  und  Subtraldion  beliehiiier  gonzzahliqer  Ticlfacher 
von  2  71  i  ergeben. 

Ziehen  wir  also  in  der  r-Ebene  zwei  Parallelen  zur  a'-Achse  im 
Abstände  2;r  voneinander  und  rechnen  die  eine  von  ihnen  mit  zu 
dem  von  ihnen  begrenzten  Streifen,  die  andere  nicht,  so  wird  jeder 
solche  Streifen  durch  die  Funktion  iL-  =  e'  auf  die  ganze  M;-Ebene 
mit  Ausnahme  der  Punkte  0  und  oo  abgebildet,  und  zwar  ist  di' 
Abbildung  nach  dem  allgemeinen  Satze  IV  von  §  34  konform.  Mit 
der  in  §  17,   VI  eingeführten  Bezeichnung  sagen  wir: 

II.  Jeder  von  zicei  im  Abstände  27i  voneinander  verlaufenden 
Parallelen  zur  x- Achse  begrenzte  Streifen  kann  als  Fundamentalbereich 
der  Funktion  e  angesehen  werden.  If  ir  nennen  einen  solchen  Streifen 
einen  Feriodenstreifen  der  Funktion. 

Übrigens  hat  die  Funktion  e",  wie  aus  ihrer  Definition  durch 
eine    beständig    konvergente    Potenzreihe    mit    reellen    Koeffizienten 

z -Ebene 

-77777777777777777777777777777777777777n7> 

w'-Ebene 

<mmmmm<s 

AAAAAAAAAAAA/NAAAAAAA/\AAAAA/W^^ 

Fig.  19. 

hervorgeht,   die  Eigenschaft,  für   reelle  Werte   von  z  reelle  und  fiirj 
konjugiert   imaginäre  Werte   von  z  konjugiert  imaginäre  Werte  an-| 
zunehmen.    Setzen  wir  ihren  Fundamentalbereich  aus  zwei  zueinander! 
bezüglich     der    .r- Achse     symmetrischen     Stücken     zusammen,    in- 
dem   wir   ihn   durch   die   beiden  Geraden  y  =—  n  und  y  =  -\-  n  be- 
grenzen, und  l)ilden  wir  diesen  Streifen  durch  w  =e'  aut  die  ic-Ebeue 
ab,   80   erscheint  diese   als  längs  der  Halbachse  der  negativ  reellen 
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Zahlen  autgeschnitten;  die  beiden  ,,Ufer"  dieses  Schnittes  entsprechen 
den  beiden  Rändern  des  Streifens.  In  Fig.  19  ist  das  ebenso  wie 
iu  den  frühereu  Figuren  10,  11   augedeutet. 

Wir  geben  noch  an,  welche  Linien  der  w-Ehene  den  Parallelen 
zu  den  Achsen  in  der  r-Ebene  entsprechen: 

111.  Uli  der  durch  iv  =  e'  vermittelten  konformen  Ahbilduntf  ent- 
s/irechen    den  Portillelrn    zur  y-Aclise  {x  =  const.)  Krei.se  der  w-Ebene: 

1  „2  ^  y2  _  g2.T^ 

deren  Badien  in  yeometrischer  Progression  zunehmen,  wenn  die  Ab- 
szissen jener  Geraden  in  arithmetischer  Progression  wachsen.  Ben 
Parallelen  zvr  x- Achse  [y  =  con.ii.)  entsprechen  Halbstrahlen 

2)  u  sin  y  —  V  cos  y  =  0 

der  IC-Ebene,  welche  gleiche  Winkel  miteinander  bilden,  toenn  jene  Ge- 
raden in  gleichen  Abstanden  aufeinander  folgen. 

Was  die  Funktionen  sin  z  und  cos  z  betrifft,  so  haben  auch  sie 
Feriodenstreifen  von  der  Breite  2%;  nur  sind  sie  bei  ihnen  durch 
Parallele  zur  y-Achse  begrenzt,  wie  bei  e'~.  Während  aber  e''  jeden 
Wert  in  einem  solchen  Streifen  einmal  annimmt,  nehmen  Sinus  und 
Cosinus  jeden  Wert  zweimal  in  ihm  an.  Es  geht  das  daraus  hervor, 
daß  diese  Funktionen  außer  der  Periodizität  noch  andere  Trans- 
formationen in  sich  zulassen,  wie  die  Gleichungen: 
8  -  sin  (ji  —  2-)  =  sin  2 , 

4  cosi  —  z)   =  cos  z 

zeigen.  Öfter  aber  können  sie  denselben  Wert  nicht  annehmen, 
denn  z.  B. 


Ol 


cos  2:  = 


kann    also 


z-E^eiie 


:t 


lü  =  cos  r 


'iv-Ehenc 


(sWMM 


^----mwmfm 


ist    eine    rationale    Funktion    zweiten    Grades    von    e' 
(§  20,  Vlli    einen    und  den- 
selben Wert  nicht  für   mehr 
als   zwei  Werte   von   e'-   an- 
nehmen. 

JJer  Periodenstreifen  ist 
hier  also  nicht  zugleich  Fun- 
damentalbereich; wir  erhalten 
aber  einen  Fundamentalbe- 
reich  für  den  Cosinus  nach  (4),  wenn  wir  einen  Parallelstreifen  durch 
die  Geraden  x  =  0  und  x  =  n  begrenzen;  vgl.  Fig.  20.  Die  lü-Ebene 
erscheint  bei  dieser  Abbildung  von   —  1    nach   —00   und  von  +  1 


Fig.  20. 
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nach   +  oc   aufgeschnitten.     Für  den  Sinus  können  wir  einen  Fun- 
damentalbereich durch  die  Geraden  x  =  —  -~  und  .%■=  ^  begrenzen. 

Setzen  wir  noch: 
6 1  u  -\-  i  V  =  C03  {x  +  i  y^ , 

so  erhalten  wir: 

7 1  u  = COS  X ,        V  =  —  -  -  — sin  .?• 

und  daraus: 


(— 

\  cos  X 


V      \2 


=  1,  d.h.: 


sin  X 

IV.  Bei  der  durch  w  =  cos  z  vermittelten  Abbildung  entsprechen 
den  Parallelen  zu  den  Achsen  der  z-Ebene  in  der  w-Ebene  konfokale 
Ellipsen  und  Hyperbeln^  deren  Brennpunkte  in   +  /  liegen. 

§  43.    Pole  oder  außerwesentlich  singulare  Punkte.  ] 

Bisher  haben  wir  uns  bei  der  Untersuchung  analytischer  Funk- 
tionen auf  solche  Bereiche  beschränkt,  in  welchen  die  zu  unter- 
suchende Funktion  regulär  war;  jetzt  gehen  wir  weiter  zur  Unter- 
suchung des  Falles,  daß  in  dem  gegebenen  Bereiche  einzelne  Aus- 
nahitepvnkte  liegen,  in  welchen  entweder  überhaupt  kein  Funktions- 
wert ursprünglich  gegeben  ist,  oder  der  gegebene  Funktions- 
wert in  seiner  Beziehung  zu  den  Nachbarwerten  nicht  mehr  alle 
Bedingungen  des  regulären  Verhaltens  erfüllt.  Wir  fassen  zunächst 
einen  einzelnen  solchen  Ausnahmepunkt  ins  Auge;  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  dürfen  wir  annehmen,  er  liege  in  z  =  0. 

Der  einfachste  Fall  wäre  der,  daß  man  durch  Abänderung  des 
für  z  =  0  gegebenen  Funktionswertes  loder  wenn  die  ursprüngliche 
Definition  dem  Argumentwert  z  =  0  überhaupt  keinen  bestimmten 
Funktionswert  zuweist,  durch  geeignete  Annahme  eine  solchen 
Wertes I  es  dahin  bringen  kann,  daß  die  Funktion  in  der  Um- 
gebung des  Nullpunktes,  diesen  selbst  eingeschlossen,  allen  Be- 
dingungen genügt.  Man  sagt  dann:  die  gegebenen  Funktionswerte 
weisen  im  Nullpunkt  eine  hebbare  Unstetigkeit  auf  Ein  Beispiel  dafür 
bot  uns  schon  in  §  20  eine  rationale  Funktion,  die  in  solcher  Form 
gegeben  war,  daß  Zähler  und  Nenner  noch  einen  von  z  abhängigen 
Teiler  besaßen. 

I.  Solche  hebbaren  Unstetigkeiten  Iwnntn  und  loollen  xcir  im 
folgenden  ausschließen,  indem  wir  stets    annehmen,    daß  die   Ursprung- 
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Helle  Definition,  wenn  sie  solche  etwa  mit  sich  brachte,  bereits  in  ge- 
eigneter   Heise  abgeändert  oder  ergänzt  sei. 

Ferner  haben  wir  bei  rationalen  ganzen  Funktionen  bereits 
eine  bestimmte  Art  .^singulärer  Punkte'^  kennen  gelernt,  die  wir  Pole 
nannten.  Dementsprechend  können  wir  hier  die  allgemeine  De- 
finition aufstellen: 

IL  Wenn  eine  Funktion  f\z)  einer  komplexen  Veränderlichen  in  der 
Umgebung  des  hhälpunktes ,  diesen  selbst  ausgeschlossen,  regulär  ist^, 
wenn  ferner  eine  ganze  Zahl  «  >  0  von  der  Beschaffenheit  sich  an- 
geben  läßt,   daß  das  Produkt: 

1)  Z"fiZ)  =  f^(z) 

dadurch  zu  einer  .auch  im  Kulipunkt  regidären  Funktion  gemacht  werden 
kann,  daß  man  ihm  dort  einen  bestimmten  endlichen,  von  Null 
verschiedenen  Wert  zuschreibt;  dann  sagt  man:  der  Ntdlpunkt  sei 
ein  Pol  oder  avßerwesentlich  singulärer  Punkt  n''"'  Ordnung  von  f{z). 

Lautet  die  in  der  Umgebung  des  Nullpunkts  konvergente 
Potenzreihe  für  /'jizi 

2i  f^  (z)  =  a^  -i-  a^z  +  a^z'^  +  .  .  .       [a^  =}=  0) 

und  die  nach  §38, XIa  vorhandene  (fi\z\)-'^  darstellende  Potenzreihe 

•  3)  (/;  iri)-i  =  *o  +  ^  ~  +  ^2  ^'  +  •  •  •       1*0  +  Ol, 

so  ergibt  sich  aus  di  die  folgende  charakteristische  Darstellung  für 
die  im  Nullpunkt  einen  Pol  n'-'"  Ordnung  besitzende  Funktion  f{z), 

41  f\z)  =  a^r-"  +  a,c-«  +  i  +  ...  +  «n-i^"^  +  a,  +  a„  +  iz  +  .  .  . 
in  einem  durch  eine  Ungleichung  der  Form 

5)  0  <  I  z  i  <  o 
bestimmten  Gebiete. 

In  einem  gleichartigen  Gebiete  gilt  nach  (1): 

(/■(rl)-i  =  b,  2»  +  b^  z"+  1  +  b,z-  +  '^  +  .  .  . 

Wird  also  der  Funktion  {f{z))  -  ^  im  Nullpunkte  der  Wert  Null 
beigelegt  (gemäß  der  Festsetzung  I),  so  ergibt  sich  {f{z))~^  als 
reguläre  analytische  Funktion  in  einem  den  Nullpunkt  enthaltenden 
Gebiete: 

5')  0^\z\<r. 

Da  auch  (wegen  der  Stetigkeit  von  (/(z))-i 

6)  lim  (fizi)-^  =0 


1  Z.  B.  wenn  f{x)  als  Quotient  zweier  bei  ;?^  =  0  regulärer  Funktionen  ge- 
geben ist  und  wenn  die  Funktion  im  Nenner  für  ^  =  0  verschwindet. 
BcRKTiARDT,  Funktionen.    I.  2.    Fünfte  Aufl.  1" 
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ist,  gilt  f{z\  =  cc  für  z  =  0  ganz  in  dem  Sinne,  wie  die  Gleichung 
f{Zf^)  =  QC  für  eine  rationale  Funktion  mit  dem  Pol  z^  festgestellt 
wurde  i§  31),  und  zwar  wird  ein  Pol  an  der  Stelle  z  =  0  als  ;?  fache r 
dadurch* gekennzeichnet,  daß 

7)  lim  1  f{z) z*'    ^  er       wird  für       r  =  \,2,.  .  .  n  —  l , 

z->0 

während  lim  f\z)z'^  endlich  und  von  Null  verschieden  ausfällt. 

Man  kann  also  auch  so  sagen: 

m.  Eine  Funktion  hat  an  einer  Stelle  dann  und  nur  dann  einen 
Fol  w'*'"  Ordnung,  wenn  ihr  reziproker  Wert  daselbst  von  der  n'*"  Ord- 
nung Null  ivird. 

Da  die  Funktion  f^{z)  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  in  einer  gewissen 
Umgebung  des  Nullpunkts  regulär  ist,  so  ergibt  sich  für  f{z\  der  Satz: 

IV.  Um  jeden  Fol  einer  Funktion  f{z)  läßt  sich  ein  Kreis  von 
so  kleinem  Badius  beschreiben,  daß  in  ihm  kein  iceiterer  Fol  der 
Funktion  liegt. 

Wenn  sich  also  eine  analytische  Funktion  in  einem  Gebiete 
„wie  eine  rationale  Funktion  verhält",  d.  h,  wenn  sie  daselbst  bis 
auf  Pole  regulär  ist,  so  kann  nach  diesem  Satze  keine  Häufungs- 
stelle von  Polen  in  diesem  Gebiete  liegen  iwohl  aber  auf  seiner 
Grenze).  Von  einer  analytischen  Funktion,  die  in  einem  Bereiche  B 
bis  auf  Pole  regulär  ist,  sagt  man  auch,  sie  sei  daselbst  .,meromorph^\ 
während  der  Ausdruck  „holomorph'-  ebensoviel  bedeutet  wie  regulär. 


§44.  Verhalten  einer  analytischen  Funktion  im  Unendlichen; 
der  Fundamentalsatz  der  Algebra. 

Um  das  Verhalten  einer  analytischen  f\z\  im  Unendlichen  zu 
untersuchen,  übertragen  wir  wie  im  speziellen  Fall  einer  rationalen 
Funktion  (§  20i  durch  die  Substitution  z  =  Ijz,  z  =  l/z'  die  Um- 
gebung des  Punktes  er  der  r-Kugel  auf  die  Umgebung  des  Null- 
punktes der  z'-Kugel  und  betrachten  /"izl  = /'|l/r')  =  (p\z)  als 
Funktion  von  z'.     Wir  sagen: 

I.  Bie  Aussage:  „eine  Funktion  f{z)  hat  für  z  =  oc  (oder  in  der 
Umgebung    des    Funktes    z  =  orj    die    und    die    Eigenschaft'^    bedeutet: 

(p[z')-=  fl—y\ ,    als   Funktion    von  z'   betrachtet,    hat  diese    Eigenschaft 

für  z  =  0  (oder  in  der    Umgehung  des  Funktes  z   =  (i). 

Aus  dieser  Definition  und  aus  §  37,  III,  §  43,  I  folgt  unmittelbar 
der  Satz: 
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II.  Eine  im  Unendlichen  reguläre  Funktion  läßt  sich  in  eine  Reihe: 

1)  />!  =  ö^  +  a,  r  -  1  +  «2  z  -2  +  .  .  .  +  a^  r  -  »  +  .  .  . 

entwickeln,  die  nach  Potenzen  von  z  mit  negativen,  ganz  zahligen,  fallenden 
Exponenten    fortschreitet    und    außerhalb   eines   bestimmten  Kreises   mit 
dem   Nullpunkt   als   Mittelpunkt    absolut   konvergiert.      Umgekehrt  stellt 
eine  solche  Reihe  stets  eine  im   Unendlichen  reguläre  Funktion  dar. 
Ebenso  folgt  aus  §  43,  IV  der  Satz: 

III.  Hat  ein  Funktion  im  Unendlichen  einen  Pol,  so  läßt  sie  sich 
in  eine  Reihe  der  Form  entioickeln: 

f{z)  =  a_„  z"  +  a_„+i  z»*-^  +  .  .  .  +  «-2  2^  +  «-1  2 
+  a,  +  a^  r-i  +  a^  ^-2  +  .  .  .  +  «^ --n  j_  _  , 

Hieran  schließt  sich  ein  wichtiger  Satz  von  Lioüyille: 

IV.  Eine  auf  der  ganzen  Kugel  reguläre  analytische  Funktion 
ist  notwendig  eine  Konstante. 

Ist  die  Funktion  f{z)  nämlich  für  alle  endlichen  ;:  regulär,  so  ist 
f{z]  nach  §  38  S.  130  entweder  a)  eine  Konstante  oder  b)  eine  ganze 
rationale  oder  c)  eine  ganze  transzendente  Funktion  von  z;  ist  f{z] 
außerdem  an  der  Stelle  z  =  cc  regulär,  so  muß  |  f{z]  j  in  der  Umgebung 
dieser  Stelle  unter  einer  endlichen  Grenze  bleiben.  Dadurch  werden 
die  Fälle  b  und  c  ausgeschlossen;  denn  im  Falle  b  ist  (§  31). 

lim  j  f\z)  I  =  Qc  , 

während  im  Falle  c  7"(-)|  in  der  Umgebung  des  Punktes  oc  u.  a. 
auch  beliebig  große  Werte  annimmt  (§  39,  Uli. 

Satz  IV  ist  deshalb  so  wichtig,  weil  es  mit  seiner  Hilfe  häufig 
gelingt,  von  einer  Funktion,  von  der  man  nur  die  Eigenschaften, 
aber  keinen  analytischen  Ausdruck  kennt,  einen  solchen  zu  finden. 
Erste  Beispiele  dafür  sind  die  beiden  folgenden  Sätze: 

V.  Eine  Funktion,  die  im  Endlichen  überall  regulär  ist  und  im 
Unendlichen  einen  n  fachen  Pol  hat,  ist  eine  rationale  ganze  Funktion 
n'"'   Grades. 

Hat  sie  nämlich  im  Unendlichen  einen  w-fachen  Pol,  so  gestattet 
sie  dort  eine  Entwicklung  der  Form  (2).     Setzen  wir  dann: 
3i  yj[z)  =  a_„2"  +  a-„+i2"-i  +  .  .  .  +  a_ir  +  «0 

und  bilden  die  Differenz  f[z)  —  xp\z],  so  ist  diese  im  Endlichen  überall 
regulär;  denn  f{z]  ist  es  nach  Voraussetzung  und  i/;(z)  nach  §  31. 
Sie  ist  aber  nach  II  auch  im  Unendlichen  regulär,  also  nach  IV 
eine  Konstante  und  zwar  =  0,  da  sie  für  z  =  oo  gleich  Null  ist. 
Also  ist  f[z)  gleich  der  rationalen  ganzen  Funktion  xp{z\  w.  z.  b.  w. 

10* 
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VI.  JEine  Funktion  f{z),  die  auf  der  ganzen  Kugel  tnit  Ausnahme 
einzelner  Pole  überall  regulär  ist,  ist  eine  rationale  Funktion. 

Seien  a^,  11/  =  1,  2,  .  .  .  ,  »i  die  im  Endlichen  gelegenen  Pole 
von  f\z),  k^,  ihre  Ordnungszahlen;  seien 

V 

4l  Vi    \Z\  ■=     "^ 


die  Glieder  mit  negativen  Exponenten  in  der  für  die  Umgebung  von 
a^,  gültigen  Eeihenentwicklung  (§  43  141).  Bilden  wir  dann  die  ratio- 
nale Funktion: 

n 
5)  \p\z\  =  "^t/^jZl 

1=1 

und  die  Differenz  f{z\  —  ip{z),  so  ist  diese  im  Endlichen  überall 
regulär,  auch  in  den  Punkten  a^,  a^,  ...,  o„  i§  43,  Ii;  im  Unend- 
lichen hat  sie  einen  Pol  oder  ist  regulär,  je  nachdem  für  f{z)  das 
eine  oder  das  andere  zutrifft.  Sie  ist  also  nach  V  eine  rationale 
ganze  Funktion  /\z)  oder  nach  IV  eine  Konstante  «rationale  ganze 
Funktion  nullten  Grades).  Also  ist  f{z]  gleich  der  rationalen 
Funktion  i^ms)  +  /(zi,  w.  z.  b.  w. 

Wenden  wir  Satz  VI  auf  den  reziproken  ^\'ert  einer  rationalen 
ganzen  Funktion  m*<'°  Grades  g{z)  an,  so  ist  die  soeben  mit  /iz) 
bezeichnete  Funktion  jedenfalls  eine  Konstante;  bringen  wir 
xp{z)  +  X  {-)  auf  gemeinsamen  Nenner,  so  erhalten  wir  einen  Quotient 
zweier  Polynome  h^[z)lh^[z),  dessen  Nenner  h^{z)  vom  Grade 
Ä  =  Äj  +  Ä.,  +  . ..  +Ä^^  ist.     Aus  der  Gleichung: 

^  y(*)        h^{x) 

oder 

f'2{^)  =  hx{z)g{z) 

folgt  dann,  daß  k^vi  sein  muß.  Die  Anzahl  der  Pole  von  l/g{z), 
d.  h.  der  Nullpunkte  von  g{z)  (jeder  so  oft  gerechnet  als  seine 
Ordnungszahl  angibt)  ist  also  mindestens  =  w;  da  sie  nach  §  19,  II 
auch  nicht  größer  sein  kann,  so  haben  wir  den  Fiindamenfalsatz  der 
Algebra  bewiesen: 

VII.  -/edf  algebraische  Gleichung  ?«''"  Grades  hat  im  Gebiete  dir 
komplexen  Zahlen  der  Form  a  -{-  bi  genau  m  Wurzeln,  wenn  mehr- 
fache   Wurzeln  entsprcclirnd  oft  gerechnet  werden. 

Über  das  Verhalten  der  ganzen  transzendenten  Funktionen  im 
Unendlichen  haben  wir  schon  in  §  39,  III  einen  wichtigen  Satz 
kennen    gelernt;    ein    Gegenstück    dazu,    durch    welches    der   große 
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Unterschied  im  Verhalten  der  ganzen  transzendenten  und  der 
ganzen  rationalen  Funktionen  gekennzeichnet  wird,  ist  folgender  Satz: 

VIII.  ff^cnn  eine  ganze  transzendente  Funktion  f[z)  und  eine  positive 
(noch  so  kleine)  Grüße  s  gegeben  sind,  so  gibt  es  außerhalb  jedes 
Kreises  (von  noch  so  großem  Radius)  stets  Stellen^  an  welchen  \f{z)' 
kleiner  als  e  ist. 

Das  ist  selbstverständlich,  wenn  außerhalb  jedes  Kreises  noch 
Nullpunkte  von  f{z)  liegen.  Wenn  aber  alle  Nullpunkte  von  /"(-; 
innerhalb  eines  Kreises  vom  Radius  R  liegen,  so  kann  ihrer  nach 
ij  39a,  II  nur  eine  endliche  Anzahl  sein;  wir  bezeichnen  sie  dann 
mit  Oj,  ffg  >  •■•>  ^„-  Für  die  Funktion  1  j  f{z)  sind  diese  Punkte 
Pole,  sonst  verhält  sich  die  Funktion  l//"(2)  im  Endlichen  überall 
regulär;  sei  wie  im  Beweise  von  VI  (Gleichung  4)  iij^,\z\  die  Summe 
der  Glieder  mit  negativen  Exponenten  in  der  für  die  Umgebung 
von  a^,  gültigen  Reihenentwicklung  dieser  Funktion.  Dann  folgt 
wie  dort,  daß 

H 

.•=1 
im  Endlichen  überall  regulär  ist.  Es  ist  also  diese  Differenz  eine 
ganze  transzendente  Funktion,  die  sich  nicht  auf  eine  Konstante 
reduzieren  kann,  da  sonst  f{z]  eine  gebrochene  rationale  Funktion 
wäre,  gegen  die  Vorausestzung  ^  Nach  VIII  nimmt  also  diese  Dif- 
ferenz außerhalb  jedes  Kreises  beliebig  große  Werte  an;  da  jedes 
'^J^[z)y  also  auch  ihre  Summe,  im  Unendlichen  unendlich  klein  wird, 
so  folgt,  daß  auch  1  /  f[z)  dort  beliebig  große,  also  fiz)  behebig  kleine 
Werte  annimmt:  w.  z.  b.  w. 

Wenden  wir  Satz  VIII  auf  f\z)  —  c  an ,  wo  c-  eine  willkürliche 
Konstante  bedeutet,  so  folgt  der  allgemeine  Satz: 

IX.  Eine  ganz  transzendente  Funktion  kommt  in  der  Umgebung 
des  Punktes  oo  jedem    Werte  beliebig  nahe. 

Man  darf  diesen  Satz  nicht  so  verstehen^  daß  eine  solche 
Funktion  jeden  Wert  in  der  Umgebung  von  r  =  oo  u-irklich  ajinimmt. 
Das  zeigt  das  Beispiel  der  Exponentialfunktion,  die  in  keinem  Punkte 
0  oder  00  wird.^ 


^  Daß  eine  gebrochene  rationale  Funktion  r  (x)  nicht  zugleich  eine  ganze 
transzendente  Funktion  sein  kann,  folgt  daraus,  daß  r  (t)  nach  VII  im  Endlichen 
Pole  besitzt. 

-  PicAED  hat  gezeigt  (Par.  C.  R.  90,  1879),  daß  es  in  keinem  Falle  mehr 
als  einen  endlichen  Wert  geben  kann,  der  von  einer  ganzen  transzendenten  Funk- 
tion in  der  Umgebung  von  x  =  oc  nicht  wirklich  angenommen  wird.  Ein  Beweis 
folgt  in  Bd.  II  §  81. 


150     IV.  Eindeutige  analytische  Funktionen  einer  komjylexen  Veränderlichen. 


Es  hat  wegen  des  Satzes  IX  keinen  Zweck,  die  Definition  einer 
ganzen  transzendenten  Funktion,  die  ja  für  z  =  oo  versagt,  in 
Analogie  mit  §  20,  VIII  dadurch  ergänzen  zu  wollen,  daß  man  ihr 
dort  irgend  einen  bestimmten  Wert,  sei  es  auch  der  Wert  oc,  zu- 
schriebe. Dagegen  ist  es  unter  Umständen  möglich,  einen  bestimmten 
Grenzwert  zu  erhalten,  wenn  man  die  Veränderliche  z  auf  vor- 
geschriehrnem  Wege  dem  Punkt  oc  sich  nähern  läßt.  So  strebt  z.  B.  e== 
gegen  oc,  wenn  z  auf  dem  Halbmeridian  der  positiv  reellen  Zahlen 
nach  CT  geht;  gegen  0,  wenn  z  auf  dem  Halbmeridian  der  negativ 
reellen  Zahlen  nach  er  geht;  dagegen  schwankt  sowohl  der  reelle 
als  der  imaginäre  Bestandteil  von  e^  fortwährend  zwischen  —  1  und 
-}-  1  hin  und  her,  wenn  z  durch  rein  imaginäre  Werte  nach  der 
einen  oder  nach  der  anderen  Seite  ins  Unendliche  geht. 

§  45.     Cauchys  Satz  von  den  Residuen. 

In  §  35,  IV,  V  haben  wir  den  Satz  kennen  gelernt,  daß  das 
Integral : 

ff{z)dz 

stets  den  Wert  Null  hat,  wenn  es  über  die  Begrenzung  eines  Be- 
reiches 93'  erstreckt  wird,  der  ganz  im  Innern  eines  anderen  Bereiches  B 
liegt,  in  welchem  die  Funktion  f{z)  regulär  ist;  wir  fragen  jetzt,  welches 
der  Wert  dieses  Integrals  ist,  wenn  in  dem  Bereich  eine  endliche 
Anzahl  Pole  liegen. 

Betrachten  wir  zunächst  einen  einfach  zusammenhängenden 
Bereich  $ö',  in  dem  nur  ein  Pol  liege,  und  zwar  bei  z  =  0.  Nach 
§  35,  V  können  wir  dann,  ohne  den  Wert  des  Integrals  zu  ändern, 
den  Integrationsweg  zusammenziehen  auf  einen  ETreis  um  den  Null- 
punkt von  beliebig  kleinem  Radius.  Nach  §  43  i4i  ist  aber  in  der 
Umgebung  des  Nullpunktes: 

/•(z)  =  a_„z-"  -f  a_„+iZ-"+i  +  ...  +  «_,r-2  +  «.iz"'  -f  /;  |  r] , 

w(J  fy  eine  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  reguläre  Funktion  be- 
zeichnet; wir  erhalten  also: 

ff{z)dz  =  a_,J'z—dz^  ...  +u_,fz-Ulz^ff^{z)dz, 

alle  diese  Integrale  genommen  längs  des  genannten  kleinen  Kreises. 
Das    letzte    dieser   Integrale    ist   Null    nach    dem    erwähnten   Satze 
(§  85,  IV),  die  andern  haben  wir  bereits  §  35,  VII  berechnet.    Setzen 
wir  die  dort  gefundenen  Werte  hier  ein,  so  erhalten  wir: 
1)  /fz)dz  ^27ii.a_i. 


§  4~).    Cauchys  Satz  von  den  Residuen.  151 


Dabei  ist,  wie  immer,  vorausgesetzt,  daß  beim  Umfahren  der  Rand- 
kurve der  Bereich  zur  Linken  bleibt. 
Wir  definieren  nun: 

I.  Der  Koeffizient  der  (  —  /)'"'  Potenz  von  z  —  a  in  der  Ent- 
tcickhing  einer  Funktion  für  die  Vmijehxmg  der  Stelle  z  =  a  heißt  das 
Residuum  der  Funktion  für  diese  Stelle. 

Damit  können  wir  Gleichung  (1)  folgendermaßen  aussprechen: 

II.  Bas  Integral  ff  [z)  dz,  genommen  um  einen  endlichen  ahgeschlossenen 
Bereich  SB',    in   welchem  die  Funktion   regulär  ist  mit 

Ausnahme  eines  Poles  im  Innern  des  Bereichs  'st 
=  2711  mal  dem  Residuum  der  Funktion  in  diesem  Pol. 
Haben  wir  nun  einen  Bereich,  in  welchem 
mehrere  Pole  liegen,  so  zerlegen  wir  ihn  in  eine 
Anzahl  Teilbereiche  derart,  daß  jeder  nur  einen  Pol  j,.     ^i 

enthält,  wenden  den  Satz  II  auf  jeden  der  Teil- 
bereiche an  und  addieren  die  Resultate.  Dabei  ist  über  jede  Grenz- 
linie zwischen  zwei  Teilbereichen  zweimal  zu  integrieren,  aber  in 
entgegengesetzter  Richtung  (nämlich  jedesmal  so,  daß  der  gerade  in 
Betracht  kommende  Teilbereich  zur  Linken  bleibt).  Die  Integrale 
über  die  inneren  Grenzlinien  heben  sich  infolgedessen  sämtlich  weg 
(Vgl.  §  29,  V),  und  es  bleibt  nur  das  Integral  über  die  äußere 
Begrenzung  des  vorgelegten  Bereiches  übrig.  Wir  erhalten  somit 
den  Satz: 

III.  Das  Integral  J'f{z)  dz ,  genommen  um  einen  endlichen  ab- 
geschlossenen Bereich  SB',  in  welchem  die  Funktion  regulär  ist,  abgesehen 
von  einer  endlichen  Anzahl  von  Polen  im  Innern  des  Bereichs,  ist 
=  2  Tii  X  der  Summe  der  Residuen  der  Funktion  in  diesen  Polen;  man 
kann  auch  sagen  =  27ii  mal  der  Summe  der  Residuen  in  !ö',  da  ja 
den  regidären  Punkten  das  Residuum  Nidl  zukommt. 

Wir  haben  bisher  den  Bereich  als  ganz  im  Endlichen  gelegen 
vorausgesetzt;  wollen  wir  auch  Bereiche  in  Betracht  ziehen,  die  den 
Punkt  er  im  Innern  enthalten,  so  müssen  wir  erst  feststellen,  was 
unter  dem  Residuum  einer  Funktion  im  Punkte  oc  verstanden  werden 
soll.  Dabei  müssen  wir  beachten:  wenn  wir  (vgl.  §  20)  z  durch  z'~^ 
ersetzt  tritt  —  z'-^dz  an  Stelle  von  dz\  das  Integral  J'f\z)dz, 
erstreckt  über  den  Rand/"  eines  einfach  zusammenhängenden,  den 
Punkt  GC  in  seinem  Inneren  enthaltenden  abgeschlossenen  Ge- 
bietes 33',  in  welchem  sich  f{z),  von  etwaigen  Polen  im  Inneren  ab- 
gesehen, regulärverhält,  geht  also  über  in //*(z'~^)  (2:'"^)  rf/,  erstreckt 
über  den  Rand  7  eines  einfach  zusammenhängenden,  den  Nullpunkt 
in  seinem  Inneren  enthaltenden  abgeschlosssenen  Gebietes  b',  in  welchem 
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sich  f{z'-'^),  von  etwaigen  Polen  im  Inneren  abgesehen,  regulär 
verhält: 

r  r 

Wir  benutzen  diese  Gleichung,  um  zu  definieren: 
Unter  dem  Residuum  von  f{z)  im  Punkte  y  verstehen  wir  das 
Eesiduum   von   —  f{z'-'^)z'-^  an  der  Nullstelle:  anders  ausgedrückt: 

IV.  Gestattet  f{z)  in  eiiti-m  Gebiete  zl  >  o  >  0  eine  Entwicklung/ 
(§  44,  III): 

f{z)  =  a_nZ"  -\-  a-„+ir«-i  +  . . .  +  «_i  z+ a,,  +  a^z-^  -]-  a.^z--  +  ... 
so  ist   —  flj   das  Besiduuni  von  f{z)  im  Punkt  oc. 

Dieses  Residuum  braucht  also  nicht  Null  zu  sein,  wenn  f  z) 
sich  an  der  Stelle  jc  regulär  verhält. 

Auf  Grund  der  Definition  lY  lassen  sich  die  Überlegungen,  die 
zu  Satz  III  führten,  auch  auf  Gebiete  33'  anwenden,  die  den  Punkt  j: 
im  Inneren  enthalten,  so  daß  ganz  allgemein  gilt: 

V.  IVenn  f[z)  auf  dem  Rande  von  33'  au.^nahm.^los  und  im  Inmren 
von  33'  bis  auf  Pole  rer/ulär  ist,  so  ist  gleichviel,  ob  der  Punkt  oo  für 
33'  ein  äu leerer  oder  innerer  ist,  ff[z)dz,  erstreckt  über  den  Band 
von  S',  so  daß  Sß'  zur  Linken  bleibt,  r/leich  2ii  mal  der  Summe  der 
Besiduen  der  Funktion  f{z]  in  33'. 

Jede  geschlossene  doppelpuuktlose  Kurve  auf  der  Kugelfläche 
teilt  diese  in  zwei  Teile  und  kann  als  Begrenzung  jedes  der  beiden 
Teile  angesehen  werden  (§  25,  XIV).  Ist  eine  Funktion  in  jedem  dieser 
Teile,  abgesehen  von  einzelnen  Polen,  regulär  —  was  nach  §44,  YI 
nur  bei  rationalen  Funktionen  der  E'all  ist  — ,  so  können  wir  Satz  Y 
auf  jeden  dieser  Teile  anwenden.  Beidemal  tritt  dasselbe  Integral 
auf;  aber  die  Integrationsrichtung  ist  die  entgegengesetzte  (nämlich 
jedesmal  so,  daß  der  gerade  betrachtete  Bereich  zu  ihrer  Linken 
liegt).  Addieren  wir  also  die  beiden  Ergebnisse,  so  heben  sich  die 
Integrale  fort,  und  es  ergibt  sich  der  Satz: 

VI.  Die  Summe  sämtlicher  Be.nduen  einer  ratiomden  Funktion  ist 
stets  f/leich  Null. 

§  46.     Der  Satz  von  den  Anzahlen  der  Nullpunkte  und  der  Pole. 
Zweiter  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra. 

Ist  f{z)  eine  in  einem  Bereiche  reguläre  Funktion,  f'{z)  ihre 
erste  Ableitung,  so  nennt  man  f'z  /  f[z)  die  lo<iiiritlimi.^che  Ableitunt/ 
von.  f{z)\    der  Grund    dieser  Benennung  wird  sich  später  ergeben. 

*  Bei  dem  Integrale  längs  F  hat  das  Gebiet  33'  zur  Linken  zu  bleiben 
ebenso  das  Gebiet  h'  bei  dem  Integrale  längs  y. 
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Mau  erhält  weitere  Sätze  über  die  Funktion  f{z),  wenn  man  die 
Sätze  des  vorigen  Paragraphen,  statt  auf  f\z)  selbst,  auf  ihre  loga- 
rithmische Ableitung  anwendet;  dazu  bedarf  man  einiger  Sätze  über 
die  letztere: 

I.  Ist  f\z)  in  der  Umgehung  des  endlichen  Punktes  z^  regulär  und 
in  dii'sem  Funkt  von  Null  vn'scliif'den ,  .so  hat  dort  t"{z)jf\z'  das  Re- 
.lidmim  Null. 

Denn  es  sind  dann  sowohl  1  /  f[z)  (nach  §  38,  XI  a)  als  auch  f"{z) 
(nach  §  38,  VII)  in  der  Umgebung  von  z^  regulär. 

IL  Ist  die  Funktion  f\z)  in  der  Umgebung  eines  endliche)!  Punktes  z^ 
regulär  und  hat  sie  in  z^  einem  m- fachen  Nidlpwnkt,  so  hat  f  {z)  /  f{z) 
in  r^  das  Besidimm  m. 

Denn  dann  kann 

1)  m  =  {^-^orfM 

gesetzt  werden,  unter  f\  [z]  eine  in  der  Umgebung  von  z^  reguläre 
und  in  r^  von  0  verschiedene  Funktion  verstanden;  daraus  folgt: 

'  /•(»)  x-x,    ■*■    /i  {X) 

Da  f['{~)lfi{z)  uach  I  in  der  Umgebung  von  r„  regulär  ist,  so 
folgt  aus  dieser  Gleichung  die  Richtigkeit  des  Satzes  IL  —  Ebenso 
wird  bewiesen: 

III.  Hat  f\z)  in  dem  endlichen  Punkte  z  =  z^^  einen  m-fachen  Pol, 
so  hat  dort  f  {z)  j  f[z)   das  Besiduum   —   m. 

Beim  Beweis  dieser  Sätze  I,  II,  III,  wurde  angenommen,  daß 
es  sich  um  einen  im  Endlichen  gelegenen  Punkt  handelt.  Sie  gelten 
aber  auch  unverändert  dann,  wenn  z^  =  jr  ist.  Dann  kann  man 
nämlich 


setzen,  wo  f\  [^)  =  o^  endlich  und  von  Null  verschieden  ist,  während 
die  ganze  Zahl  m,  je  nachdem  es  sich  um  Satz  I,  II  oder  III  handelt, 
=  0,  >  0  oder  <  0  ist.  In  jedem  der  drei  Fälle  ergibt  sich  durch 
die  folgende  kleine  Eechnung,  wie  behauptet  wurde,  m  als  Residuum 
des  Punktes  y: : 


-?«r— V\(j)-r  z-/-/(z) 

z' 

'/;(--'' 

m             b,         .     6,  *  —  2  6,  i„     . 

—  ■ 

X          b,x'    ^        V-^ 

t-  • 
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Wenden  wir  nun  Satz  V  von  §  45  auf  f  {z)  j  f{z)  an,  so  finden 
wir,  wenn  wir  noch,  wie  auch  hei  allen  folgenden  Sätzen  dieses  Para- 
graphen voraussetzen,  daß  f{z)  nicht  identisch  gleich  einer  Konstanten, 
also  f" {z)  nicht  identisch  Null  ist: 

IV.    I)ns  Integral: 

ix) 


1^  er 

2niJ     f( 


dz , 


im  positiven  Sinne^  erstrecht  um  die  Begrenzung  einds  abgeschlossenen 
Bereiches  S3',  in  welchem  die  Funktion  f{z)  bis  auf  einzelne  Pole,  die 
im  Innern  von  33'  vorkommen  dürfen^  überall  regulär  ist,  ist  gleich  der 
Anzahl  der  Nullpunkte  von  f\z)  in  diesem  Bereiche,  vermindert  um  die 
Anzahl  der  Pole;  jeder  Nullpunkt  und  jeder  Pol  ist  dabei  so  oft  zu 
zählen,  als  seine   Ordnungszahl  angibt. 

Ferner  liefert  Satz  VI  von  §  45  (da  ja  die  logarithmische  Ab- 
leitung einer  rationalen  Funktion  wieder  eine  solche  ist): 

V.  Jede  rationale  Funktion  wird  auf  der  Kugel  ebenso  oft  Nidl 
icie  unendlich  (was  nur  eine  andere  Formulierung  des  Satzes  §  20,  X  ist); 

und  wenn  wir  ihn  statt  auf  f{z)  auf  f{z)  —  c  anwenden: 

VI.  Eine  rationale  Funktion  nimmt  jeden  beliebigen  ^Kert  c  ebenso 
oft  an,  als  sie  unendlich  tvird. 

Auch  bei  diesen  Sätzen  sind  mehrfache  Nullpunkte  oder  Pole 
ihrer  Ordnungszahl  gemäß  zu  zählen;  der  Ausdruck:  „f{z)  nimmt  in 
z  ^  a  den  Wert  f{z)  =  c  n-mal  an"  bedeutet  dabei:  in  der  Entwicklung 
von  f(z)  nach  Potenzen  von  {z  —  a)  ist  c  das  Anfangsglied,  Glieder 
mit  der  1.,  2.,  .  .  .,  (w  —  1)*™  Potenz  von  [z  —  a)  treten  nicht  auf, 
wohl  aber  ein  Glied  mit  [z  —  a)". 

Eine  rationale  ganze  Funktion  n'"'  Grades  insbesondere  ist  im 
Endlichen  überall  regulär  und  hat  im  Unendlichen  einen  7?-fachen 
Pol;  also  folgt  aus  Satz  V: 

VII.  Jede  rationale  ganze  Funktion  n'^"  Grades  hat  n  Nullpunkte  — 
oder  anders  ausgedrückt: 

VIII.  Jede  algebraische   Gleichung  n'«"   Grades  hat  n    Wurzeln. 
Damit  ist  der  Fundamentalsatz  der  Algebra  abermals  bewiesen 

(vgl.  §44,  VII). 

Daraus  folgt  dann  weiter,  daß  eine  rationale  gebrochene  Funktion 
so  viele  Pole  hat,  als  ihr  Grad  (§  20,  II)  angibt.  Denn  ist  der  Grad  /// 
des  Zählers  nicht  größer  als  der  Grad  n  des  Nenners  und  sind  Zähler 
und  Nenner  teilerfremd,  so  ist  ihr  Grad  gleich  n\  dann  ist  sie  im 
Unendlichen  regulär  und  hat  im  Endlichen  n  Pole.    Ist  aber  m  ^  //, 

'  D.  h.  so,  (laL'i  der  Bereich  zur  Linken  bl<>ibt. 
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so  ist  ihr  Grad  =  m  und  es  kommt  dann  zu  den  n  Polen  im  End- 
lichen noch  ein  (m  —  w)-facher  Pol  im  Unendlichen.  Satz  VI  ergibt 
somit: 

IX.    Jede    rationale    Funktion    nimmt  jeden    beliebigen    komplexen 
irert  so  oft  Qji,  als  ihr   Grad  angibt. 

§  46  a.   Umkehrung  einer  analytischen  Funktion. 

Wir  benutzen  Satz  IV  des  §  46   noch   zu   einer  wichtigen  Fol- 
gerung: Sei 

1)  7V  =  f{z) 

eine  in  einem  Kreise  um  den  Nullpunkt  reguläre  Funktion  und 
f'[0)^0;  unbeschadet  der  Allgemeinheit  dürfen  wir  annehmen,  es 
sei  für  £•  =  0  auch  w  ■—  0,  da  wir  das  immer  durch  eine  Parallel- 
verschiebung der  ?ü-Ebene  erreichen  können.  Dann  können  wir  nach 
§  38,  IX  r  so  klein  annehmen,  daß  innerhalb  eines  Kreises  F  vom 
Radius  r  und  auf  seiner  Peripherie  kein  weiterer  Nullpunkt  von  f{z) 
liegt,  so  daß  nach  §  46,  IV: 


2)  -^-  r  ^-^ 

'  2ni  J     f{z) 


dz  =  1 
r 

ist.  Sei  dann  m  der  kleinste  Wert,  den  \f[z)\  auf  /"annimmt,  und 
iL\  irgend  ein  Wert  von  w,  dessen  absoluter  Betrag  kleiner  als  m, 
so  ist  nach  §  46,  IV  die  Anzahl  der  Wurzeln,  die  die  Gleichung: 
3)  f[z)  =  10, 

innerhalb  F  besitzt: 
4  n  =  - — r  I  vr-V^      dz  . 

''  27Tt  J    f(Z)    -   W^ 

r 
Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (4)  ist  für  alle  dem  Kreisgebiete 
5)  I  "'i  I  <  (> , 

wo  o  irgend  eine  positive  Zahl  <  m  ist,  angehörigen  Werte  lo,  eine 
stetige  Funktion  rp{io.^  (§  31);  denn  es  ist,  falls  auch  ic,  -\-  h  jenem 
Kreisgebiete   angehört  und  J/  den  größten  Wert  von  \f'[z)\  auf  F 

bedeutet: 

,  N  /     X  I        \    -  h    C  f  (z)dz 


<jAi  r 

—    2n  J 


f'ix)\\d: 

{in  —  of 
r 


((§35(3)) 


h  I  Mr 

{m  -  qf 
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also  mit  h  beliebig  klein.  Nun  ist  nach  (3)  \ij  (0)  =  1  und  nach  (4) 
ip{ic-^)  für  jeden  Punkt  ti\  des  Gebietes  (5)  eine  ganze  Zahl;  diese 
kann  wegen  der  bewiesenen  Stetigkeit  nicht  von  1  verschieden  sein. 

Ersetzen  wir  noch  z  durch  z  —  a  und  n-  durch  ir  —  a^,  so 
können  wir  also  folgenden  Satz  aussprechen: 

I.  Verhält  sich  fiz)  an  der  endlichen  Stelle  z  =  a  regulär,  ist 
ferner  f{ä)  =  a^   und  \  f  [a]    =j=  0,  so  läßt  sich  die   Gleichunc/ 

6)  ^  /r  =  /-(z) 
in  einer  f/eirissen    Uutc/ebung 

7)  w  —  a^\  <  o 
der  Stelle  w  —  a^  eindeutig  auflösen: 

8)  z  =  cp{w). 

Die    von    (f  [ic)    im   Gebiete  (7)    angenommenen    Werte  z    liegen    alle    in 
einem  Kreise 

9)  \z-  a\<r, 
dessen  Badius  mit  <j  zugleich  beliebig  klein  ist. 

In  dieser  Bemerkung  ist  die  Stetigkeit  der  Funktion  (f  {w)  au 
der  Stelle  u-  =  a^  enthalten.  Nun  aber  können  wir  von  vornherein 
r  so  klein  voraussetzen,  daß  im  Gebiete  (9)  /"'  {z)  nirgends  Null  wird 
(§  38,  YIII).  Dann  liefert  jeder  Wert  %v  =  ?/,"j  des  Gebiets  (7) 
durch  (8)  einen  Wert  z  =  r^  für  den 

10)  /"(^i^  +  O 

wird.  Danach  können  die  Punkte  r  =  z^ ,  u-  ~  u\  die  Rolle  von 
z  =a,  10  =  Uq  übernehmen  und  die  Umkehrfunktion  (8)  erweist  sich 
also  im  ganzen  Gebiete  (7)  als  stetig.  Man  kann  sogar  folgenden 
viel  mehr  aussagenden  Satz  leicht  beweisen: 

IL  Die  Umkehrfunktion  cp[w)  (8)  ist  im  Gebiete  (7)  eine  regnlöj'e 
analytische  Funktion. 

Sind  nämlich  w^  und  w^-\-  Ate  irgend  zwei  voneinander  ver- 
schiedene Punkte  im  Gebiete  (7),  so  können  die  beiden  Werte 
Zj  =  (f  (?f?J  und  z^  -\-  Az  =  (f  {w^  +  A  ic)  nicht  einander  gleich  sein, 
weil  ja  sonst  die  Funktion  n-  =  f\z]  dem  einen  Punkte  Zj  zwei 
Punkte  //j  und  w^  -\-  A  xc  zuordnen  würde.  Hält  mau  nun  ic^  und 
damit  Zj  fest,  während  man  Aw  in  beliebiger  Weise  gegen  Null 
konvergieren  läßt,  so  strebt 

1»  t  =  iX 

dem  Grenzwert  (/"'(Zj))"'  zu,  der  nach  Voraussetzung  endlich  ist. 
Es  existiert  somit  an  jeder  Stelle  n\  des  Gebietes  (7^  ein  bestimmter 
endlicher  Differentialquotient  </'("',),  w.  z.  b.  w. 
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Zugleich  ersieht  man,  daß  (p'{ic^)  im  Gebiete  (7)  von  Null  ver- 
schieden ist;  ff{u-)  besitzt  also  in  der  Umgebung  der  Stelle  w  =  a^ 
alle  Eigenschaften,  die  der  Funktion  f[z)  nach  Voraussetzung  in 
der  Umgebung  der  Stelle  z  =  a  zukommen. 

Geht  man  von  der  Darstellung  der  Funktion  f{z)  durch  eine 
Potenzreihe 

IC  =  «0  +  a^{z  —  a)-\-  a^[z  —  af  +  ... 

aus,    so    kann    man  diese  auf  Grund  von  Satz  II  in  einer  gewissen 
Umgebung  der  Stelle  w  =  a^  durch  eine  konvergente  Reihe 

z  =  a  -\-  a*''(>'-  —  «o)  +  «'"^'("'  —  «o)^  +  •  •  • 
umkehren.    Nachdem  die  Existenz  dieser  Reihe  festgestellt  ist,  kann 
man  ihre  Koeffizienten  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffi- 
zienten finden  (A.A.  §69).     Man  kann  die  Koeffizienten  a!'^> ,  a''^\  . . . 
aber  auch  so  berechnen: 

dz\  _  I  dtv\-^  _     1 

dwjw  =  a,,  \dz)z  =  a  «i    ' 

1  (  d^x\  1   \_d_(dw\-^ 

dw   \dz  )       \ic  =  ao 


2     \    d  lü'   I  tr  =  o. 


1    \  d^  tc  (dw 


2    [dx^'    \dx 
usw. 

Weiter  erkennt  man  folgendes: 

III.  Die  Punkte  der  w-Ebene^  die  den  Punkten  irgend  eines  in 
hinreichender  Nachbarschaft  des  Punktes  z  =  a  gelegenen  Gebietes  G 
der  z-Ebene  vermöge  (6),  (S)  entsprechen,  bilden  eine  Menge  M  der 
IC-Ebene,  die  wieder  ein  Gebiet  ist,  und  umgekehrt  (vgl.  die  Definition 
§  25). 

Daß  das  Entsprechen  der  Punkte  von  G  und  M  ein  umkehr- 
bar eindeutiges  ist,  wurde  schon  bemerkt.  Ferner  wurde  an  dem 
Beispiel  der  Punkte  z  =  a,  ir  =  a^  gezeigt,  daß  einem  inneren 
Punkte  von  G  ein  innerer  von  M  entspricht:  und  da  G  nur  aus 
inneren  Punkten  besteht,  gilt  das  gleiche  von  M.  Es  ist  also  nur 
noch  zu  zeigen,  daß  einer  zwei  Punkte  A,  B  von  G  verbindenden 
Linie  (vgl.  die  Definition  IX  des  §  25)  wieder  eine  Linie  der  *f-Ebene 
entspricht:  Wegen  der  Stetigkeit  der  Abbildung  geht  eine  perfekte 
Punktmenge  E  der  z-Ebene  in  eine  ebensolche  E'  der  ^^-Ebene  über 
und  irgend  zwei  in  G  gelegenen  Punkten  A^,  A^,  deren  Entfernung 
<  6  ist,  entsprechen  zwei  Punkte  A^',  A^  der  <ü-Ebene,  deren  Ent- 
fernung kleiner  ist  als  das  geradlinig  von  A.^  bis  A^  erstreckte 
Integral 
12)  f\f'{z)\\dz\; 
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denn  das  Element  \dz\  der  Strecke  A^^2  ^^^^  ^^^  ^^^  Element 
\f'{z)\\dz\  der  ic-Ebene  abgebildet.  Die  Entfernung  A^ A^^  ist 
also  <Ke,  wenn  Ä"  der  Maximalwert  von  \f'{z)\  in  G  ist.  Hat 
also  E  die  in  §  26,  IX  verlangte  Eigenschaft  einer  Linie,  so  gilt 
das  nämliche  von  E'. 

Aus  den  letzten  Überlegungen  folgt  noch,  daß  eine  in  G  ge- 
legene oder  G  begrenzende  rektifizierbare  Kurve  wieder  in  eine  solche 
übergeht. 

Auch  ist  klar,  daß  eine  Kurve,  die  in  der  Umgebung  des 
Punktes  .r  -\-  iy  =  a  verläuft  und  eine  Parameterdarstellung 

X  ^  x{t),        y  =y  [t] 

mit  Amal  stetig  differenzierbaren  Funktionen  x  (#),?/ (^)  gestattet,  eine 
in  der  Umgebung  des  Punktes  n-^iv  —  a^  verlaufende  Kurve  ent- 
spricht, deren  Parameterdarstellung 

u  =  u  {x{t),  y{t))  ,        V  =  v  (x{t},  y{t)) 

=  U(i)  =  Vif) 

mittels  k  mal  stetig  differenzierbaren  Funktionen  lJ\t),  V{i)  geschieht; 
es  ist  nämlich 

du  _   du    dx         du    dy 
dt  dx     dt  dy     dt 

usw. 

Alle  voraufgehenden  Betrachtungen  bezogen  sich  auf  „Abbildung 
im  kleinen",  d.  h.  auf  die  Abbildung  der  Umgebungen  zweier  Punkte 
der  z-  und  der  lü- Ebene.  Wir  werden  später  (§  70)  zeigen,  daß 
irgend  einem  Gebiete  der  r-Ebene,  in  welchem  sich  eine  analytische 
Funktion  lo  —  f{z)  regulär  verhält,  ein  Gebiet  der  //'-Ebene  ent- 
spricht, sofern  wir  nur  Gebiete  zulassen,  welche  die  Ebene  mehr- 
fach überdecken. 

Einstweilen  ergänzen  wir  Satz  III  durch  den  folgenden  Satz 
über  konforme  Abbildung  im  großen. 

IV.    Ist  die  Funktion 

13)  >n  =  t\z) 

im  Innern  und  auf  der  Begrenzung  F  eine.s  im  Endlichen  gelegenen 
einfach  zu.sammenhäiigenden  z-Bereiches  B  refjulär  und  irird  die  Band- 
kurve F  des  Bereiches  durch  (13i  eindeutig  iimkehrbar  auf  eine  geschlossene 
doppeltpunktlosc  Kurve  y  der  w-Ebene  abgebildet,  so  wird  B  durch  (13) 
auf  das  Innere  des  von  y  umschlossenen  endlichen  Bereiches  93  um- 
krhrbar  eindeutig  und  konform  abgebildet. 
Wir  haben  zu  zeigen: 
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1.  die  Funktion  f{z)  nimmt  im  Innern  von  /'jeden  Wert  to  =  w^y, 
der  im  Innern  von  /  liegt,  gerade  einmal  an; 

2.  f{z)  nimmt  im  Innern  von  F  einen  Wert  w  =  w^^,  der  außer- 
halb ;'  liegt,  niemals  an. 

3.  f{z)  nimmt  im  Innern  von  7"  einen  Wert  //•  =  ir^,  der  auf  ;- 
liegt,  niemals  an. 

Es  liege  erstens  n-^  innerhalb  y;  die  Anzahl  71  der  innerhalb  F 
gelegenen  Xullstellen  der  Funktion  f{z)  —  ir^  wird  geliefert  durch 

2/1/ J    fix)-  Wo  ' 
r 

das  Integral  im  positiven  Sinn  um  den  Rand  von  B  erstreckt.  Führt 
man  in  diesem  Integrale  vermöge  (iS)  die  neue  Integrationsveränder- 
liche IV  ein,  so  geht  es  über  in 


1      r      dw 

zn  i  J     IC  —  tv^ 


wobei  der  Richtungssinn  der  Integration  durch  die  Zuordnung  der 
Randpunkte  von  F  und  ;'  völlig  bestimmt  ist.  Je  nachdem  dieser 
Sinn  der  positive  oder  negative  ist,  folgt  aus  (3)  zunächst:  n  =  ±  1, 
und  da  n  seiner  Definition  nach  positiv  ist:  w=-r]-l;  damit  ist 
Punkt  1  bewiesen,  und  zugleich,  daß  der  Umlaufsinn  von  ;'  gleich- 
zeitig mit  dem  von  F  positiv  ist. 

Liegt  zweitens  iv^  außerhalb  ;',  so  ist  Ihn-  —  toj  im  Innern 
von  35  regulär,  also  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  XuU. 
womit  der  zweite  Punkt  bewiesen  ist. 

Würde  aber  drittens  einem  Randpunkt  «•  =  ic^  von  y  außer 
dem  ihm  zugeordneten  Randpunkt  von  F  noch  ein  innerer  Punkt 
z^Zq  des  Bereiches  B  entsprechen,  dann  würde  auch  jedem 
Punkte  w  einer  gewissen  Umgebung  U  des  Punktes  «r^  mindestens 
ein  Punkt  des  Bereiches  £  in  der  Nähe  von  z^  entsprechen,  was 
dem  unter  2  Bewiesenen  widerspricht,  da  U  über  S8  hinausgreift. 

Man  kann  Satz  IV  durch  folgenden  Zusatz  ergänzen: 

V.  Die  Umkehrfunktion  z  —  cp{w)  der  Funktion  (13)  ist  eine  in  S8 
eindeutige  reguläre  analytische  Funktion   von  tc. 

Ist  w^  irgendein  Punkt  von  $ö  und  (f  {w^)  =  z^,  so  ergibt  sich 
die  Richtigkeit  von  V  aus  II,  falls  es  gelingt,  folgenden  Satz  zu 
beweisen: 

VI.  Aus  den  Foraussetzungen  des  Satzes  IF  folgt,  daß  f  (z)  in  B 
nirgends  Null  ist. 
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Liegt  nämlich  a  m  B  und  wäre  f  (a)  =  0,  so  gölte  in  einer 
gewissen  Umgebung  der  Stelle  a  die  Entwickelung 

14)  fiz)   =   «0   +  «n(^   -   «)"   +  «„+l(^   -   «)"^'   +  ••- 

mit  n  >  1  und  a„  >  0.  Die  Funktion  f{z)  —  a^  hätte  dann  für 
z  =  a  eine  w-fache  Nullstelle  und  außerdem  keine  Nullstelle  in  einer 
gewissen  Umgebung  der  Stelle  a. 

Es  wäre  also  (vgl,  4)  für  w  =  Uq 

15)  .  "^^fj^^äz. 

'  271  /  J     fiz)  -  w 

r 
wenn  F  eine  einfache,  den  Punkt  a  genügend  eng  umschließende 
Kurve  ist.  Aus  Stetigkeitsgründen  schließt  man^  wie  S.  155/56,  daß 
Gleichung  (15)  auch  richtig  ist,  wenn  »•  4=  «o  ^^^  Punkt  einer  ge- 
wissen Umgebung  der  Stelle  Uq  ist.  Die  Gleichung  f{z)  ~  w  =  0 
hätte  somit  für  gewisse  Werte  w  aus  53  mindestens  n  Lösungen  z 
in  B,  während  nach  IV  nur  eine  solche  Lösung  vorhanden  ist. 
Damit  sind  die  Sätze  V  und  VI  bewiesen.  Aus  der  letzten  Hilfs- 
betrachtung entnehmen  wir  noch  folgenden  Satz: 

VII.  Gestattet  f{z)  die  Darstellung  {14),  so  hat  die  Gleichung 
f{z)  —  10  =  0  für  alle  w,  die  in  einer  gewissen  Umgebung  ü,  der 
Stelle  w  =  a^  liegen,  genau  n  Lösungen  z^,  z^,  .  .  .  z^^,  die  sämtlich  in 
einer  gewissen    Umgebung    U^   der  Stelle  z  ■=  a  liegen. 

Die  Stellen  z^,  z^,  ...  z^  sind  alle  untereinander  verschieden, 
u:enn_  nur  iv  in  genügender  Nähe  voji  a^,  gewählt  xeurde.  Andernfalls 
wäre  nämlich  z^  —  a  nicht  die  einzige  Lösung  der  Gleichung  f  {z)  =  0 
in  jeder  noch  so  kleinen  Umgebung  dieser  Stelle,  was  im  Wider- 
spruch mit  §  38,  IX  steht. 

Bei  der  eindeutig  umkehrbaren  Abbildung  eines  Gebietes  B 
der  r-Ebene  auf  ein  Gebiet  S3  der  ?o-Ebene  durch  die  einander  um- 
kehrenden Funktionen  w  =  f{z),  z  =■  (f{w)  entspricht,  wie  schon 
hervorgehoben  wurde,   einem  Linienelement    dz     ein  Linienelement 

Irfic'  =    /*'(2)|  \dz\; 

einem  (positiven)  Flächenelement  rf?ü  derr-Ebene,  beispielsweise  einem 
,, unendlich  kleinen  Quadrate'*  entspricht  ein  ähnliches  Flächenelement 

dfo'=    f  (2)  2  (l  0) 

der  lü-Ebene.^  Ist  also  das  Gebiet  93  ganz  im  Endlichen  gelegen, 
so  erhält  man   die  Maßzahl  seiner  Fläche  durch  das  folgende  über 


'  Die  bis  zum  Schluß  des  Paragraphen  folgenden  Überlegungen  stellen 
wir  nur  an,  weil  wir  ihr  Ergebnis  an  einer  Stelle  des  Tl.  Bandes  (•§  .'i7,  S.  171) 
benötigen. 
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d  (o , 


das  Gebiet  B   auszuführende  Doppelintegral   (gleichviel    ob  B   sich 
ins  Unendliche  erstreckt  oder  nicht): 

//irw]3,/„=jj[(- 

B  H 

wenn  r  =  .r  +  i)/ ,  ir  =  u  -{-  i  o  gesetzt  wurde. 

d  u     d  V  dl'     du 

d  X     B  y         d  X     B  y 


i  B  u\^       i  6  V  \  2 
Tx)    +  [Ty 


=  //[■ 


dx  dy     (§  33  (5)) 


j 


Letzteres  Integral  kann  nach  einem  bekannten  Satze  der  Inte- 
gralrechnung auch  als  Randintegral  erstreckt  im  positiven  Sinne 
über  die  Begrenzung  F  von  B  geschrieben  werden: 

;, —  dii  -\-  u  -^ —  d  X 
0  y      -^  6  X 

r 

und  hierfür  kann  man  kurz 

J'u  d  V 

Y 

schreiben,  wobei  das  Integral  im  positiven  Sinne  über  den  Rand  y 
von  Sß  zu  erstrecken  ist. 

\III.    jÜiese  beiden  Bandintegrale  sind  also    >  0. 

Wenn  wir  später  (§  61)  die  Ebene  mehrfach  überdeckende  Ge- 
biete betrachten,  wird  sich  dieses  Ergebnis  von  selbst  auf  diesen 
allgemeinen  Fall  übertragen. 

§  47,    Die  LAURENTsche  Reihe. 

Wir  kehren  wieder  zu  dem  Cauchy sehen  Satze  von  §  36  zurück, 
setzen  aber  diesmal  voraus,  daß  das  abgeschlossene  Gebiet  S,  in 
welchem  f{z)  als  regulär  bekannt  ist,  nicht  von  einer,  sondern  von 
zwei  Kurven  F,  y  begrenzt  sei  (vgl.  Fig.  17,  S.  122),  Auch  in  diesem 
Fall  gilt  Gleichung  (3)  von  §  36;  die  Integration  ist  aber  dann  über 
beide  Kurven  1 ,  y  zu  erstrecken,  und  zwar  über  jede  dieser  Kurven 
in  solcher  Richtung,  daß  das  Gebiet  S  zur  Linken  liegt: 

r  r 

Fassen  wir  insbesondere  den  Fall  ins  Auge,  daß  /",  ;'  kon- 
zentrische Kreise  um  den  Nullpunkt  sind,  S  der  von  diesen  Kreisen 
begrenzte  ringförmige  Flächenraum.  Dann  ist,  da  doch  ^  einen 
Punkt  innerhalb  *S'  bedeuten  sollte,  für  alle  Elemente  des  ersten 
Integrals  jj.'!  <  \z\]  wir  können  es  deshalb,  ganz  wie  in  §  37,  nach 

BuEKHARbT,  Funktionen.    I,  2.    Fünfte  Aufl.  H 
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Potenzen  von  C  mit  steigenden  positiven  ganzzahligen  Exponenten 
entwickeln.  Für  alle  Elemente  des  zweiten  Integrals  dagegen  und 
für  irgend  einen  Punkt  'C,  innerhalb  -S'  ist: 

infolgedessen  konvergiert  die  Entwicklung: 


2) 


f{z) 


fix) 


'(A) 


3) 


für  alle  z  auf  y  gleichmäßig.  Sie  darf  daher  gliedweise  integriert 
werden,  und  wir  erhalten  somit  für  fit)  eine  Entwicklung  der  Form : 

/•(O  =  "o  +  «1  ?  +  «2^"  ^-  •••  +  <^"  +  ••• 

deren  Koeffizienten  sich  wie  folgt  durch  Integrale  ausdrücken: 

4,  «^=/-.  r/M^,  n  =  0,1,2... 

r 

5)  «-.  =  2n)S^''~^f'^^^''^^'  ^  =  1.  2,  3  .  .  ., 

wo  die  Integrale  im  nämlichen  Sinne  wie  in  (1)  zu  erstrecken  sind 
(vgl.  Fußnote  S.  120).  Die  beiden  Formeln  (4i  und  i5i  können  wir 
noch  in  eine  zusammenziehen,  wenn  wir  von  dem  Satze  §  35,  V 
Gebrauch  machen.  Ihm  zufolge  können  wir  nämlich  sowohl  F,  als 
y  durch  irgend  eine  in  unserem  Kreisring  verlaufende  Kurve  C  er- 
setzen, die  so  beschaffen  ist,  daß  sie  den  Ring  in  zwei  Teile  (einen 
von  r  und  C  und  einen  von  C  und  ;'  begrenzten)  zerlegt,  deren 
jeder  ebenfalls  ringförmig  ist.  Wenn  wir  dann 
noch  von  einer  allgemein  üblichen  Schreibweise  für 
Reihen  der  Form  (3)  Gebrauch  macheu,  können  wil- 
den erhaltenen  Satz  folgendermaßen  aussprechen: 
I.  Ist  eine  Funktion  f\0  rcgniär  in  einem  Kreis- 
ring,  der  von  zwei  konzentrischen  Kreisen  um  den 
Nullpunkt  begrenzt  wird,  so  läßt  sie  sich  in  eine  inner- 
Fig.  22.  halb   des  Ringgebietes  konvergente  Reihe  der  Form: 

Jl  =  —  oo 

entwickeln,  die  sowohl  Potenzen  von  C  mit  positiven,  als  solche  mit 
negativen  Exponenten  in  unendlicher  Anzahl  enthalten  kann.  Die  Koeffi- 
zienten dinspr    fieihe   lassen  sich  ausdrücken  durch    Integrale: 


".-  2-1; //■(^^-" '''--• 
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yenommen  über  irgend  eine  doppelpunktlose  Kurve  C,  die  den  Null- 
piaikt  einmal  umschließt  und  ganz  innerhalb  des  Kreisringes  verläuft 
und  zwar  in  dem  Sinne,  daß  das  endliche  von  C  umschlossene  (iehiet 
zur    Linken  bleibt. 

Eine  solche  Reihe  heißt  eiue    laurentsche  Reihe. 

Besondere  Erwähnung  verdienen  die  Fälle,  in  welchen  man  den 
Radius  von  F  ins  Unendliche  wachsen  oder  den  von  /  gegen 
Null  abnehmen  lassen  kann,  ohne  daß  die  Funktion  aufhört,  in 
dem  dadurch  erweiterten  Gebiete  den  Bedingungen  des  Satzes  zu 
genügen.  Beides  zugleich  tritt  ein,  wenn  man  -nit  einer  Funktion 
zu  tun  hat,  die  auf  der  ganzen  Kugel  regulär  ist,  mit  alleiniger 
Ausnahme  der  Punkte  z  —  0  und  z  =  or. 

Nehmen  wir  nun  umgekehrt  an,  es  sei  für  eine  Funktion  /'(t^ 
eine  Reihenentwicklung  der  Form  (3)  gefunden,  die  innerhalb  eines 
Ringgebietes  zwischen  zwei  Kreisen  /',  y  konvergiert;  d.  h.  jede  der 
beiden  Reihen : 

n  =  0  /i=l 

sei  für  sich  innerhalb  des  Ringgebietes  konvergent.  Dann  konvergiert 
nach  §  38,  III  die  erste  Reihe  gleichmäßig  in  jedem  abgeschlossenen 
Gebiet,  das  ganz  innerhalb  P  liegt,  die  zweite  Reihe  gleichmäßig  in 
jedem,  das  ganz  außerhalb  y  liegt.  Auf  einer  Kurve  derart,  wie  C 
in  Fig.  23,  konvergieren  also  beide  Reiben  gleichmäßig,  und  wir 
dürfen  sie  folglich  längs  dieser  Kurve  gliedweise  integrieren.  Tun 
wir  das,  nachdem  wir  vorher  noch  mit  ^-™-i  multipliziert  haben, 
und  berücksichtigen  wir  dabei  die  Gleichungen  (15)  und  (16)  von 
§  35.  so  finden  wir 

9)  ff[C)l;-^-^d^  =  2ni.a,,^, 

c 

was  mit  (7)  übereinstimmt.     D.  h.  also: 

II.  Wenn  eine  Funktion  eine  Entwicklung  der  Form  [3]  zuläßt^ 
welche  innerhalb  des  Kreisringes  zunschen  F  und  y  im  angegebenen 
Sinne  konvergiert ,  so  haben  die  Koeffizienten  die  durch  (7)  gegebenen 
It  erte ;  es  ist  also  mir  eine  solche  Entwicklung  möglich. 

Die  letzte  Behauptung  bedarf  noch  einer  kleinen  Erläuterung, 
damit  nicht  mehr  aus  ihr  herausgelesen  wird,  als  mit  ihr  gesagt 
sein  soll.  Es  ist  sehr  wohl  möglich,  daß  eine  Funktion  innerhalb 
verschiedener  Kreisringe  regulär  ist,  etwa  zwischen  /j  und  /g  und 
zwischen  y^_  und  y^,  während  auf  y^  z.  B.  Pole  der  Funktion  liegen. 
Dann  kann  Satz  I  auf  jeden  dieser  beiden  Ringe  angewendet  werden 
und   man   erhält   zwei  LAUEENTSche  Entwicklungen,   von   denen  die 

11* 
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eine  zwischen  y^  und  y^,  die  andere  zwischen  y^  und  y^  konvergiert; 
und  nun  darf  man  Satz  II  nicht  etwa  so  verstehen,  daß  diese  beiden 
Entwicklungen  in  ihren  Koeffizienten  übereinstimmen  müßten.  Satz  II 
bezieht  sich  vielmehr  nur  auf  Entwicklangen  innerhalb  eines  und 
desselben  Ringgebietes, 

So  lautet  z.  B.  die  Entwicklung  von 


1 

1          -                    1 

x" 

-  3« 

+  2 

X  -  2          X  -  \ 

innerhalb 

des 

Kreises 

um 

den  Nullpunkt  vom  Rs 

i  + 

3 

^■h' 

zwischen 

diese 

m  und 

dem 

Kreise 

vom  Radius  2: 

1 

1 

1 

1            X          x^ 

•  • 

x^ 

^« 

% 

2          4          8" 

außerhalb 

des 

letzteren : 

+  i 

2        1^     ^3 

+  ^  +  --- 

Die  Verallgemeinerung  der  Sätze  dieses  Paragraphen  auf  den 
Fall,  daß  die  beiden  konzentrischen  Kreise  nicht  den  Nullpunkt, 
sondern  einen  beliebigen  andern  Punkt  zum  Mittelpunkt  haben,  ge- 
schieht wie  in  §  39  und  bedarf  wohl  keiner  ausführlichen  Er- 
läuterung mehr. 

§  48.  Verhalten  einer  analytischen  Funktion  in  der  Umgebung 
eines  Ausnahmepunktes. 

Es  kommt  öfters  der  Fall  vor,  daß  man  von  einer  Funktion 
zwar  zeigen  kann,  daß  sie  in  einem  Bereiche  im  nUgemcinen  regulär 
ist,  daß  aber  der  Beweis  für  einzelne  Punkte  dieses  Bereiches  versagt, 
so  daß  die  Frage  nach  dem  Verhalten  der  Funktion  in  diesen  Punkten 
offen  bleibt.  In  solchen  Fällen  gibt  der  Laurent  sehe  Satz  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  Auskunft. 

Sei  nämlich  etwa  2  =  0,  ein  solcher  Punkt,  d.  h.  es  sei  bekannt, 
daß  die  zu  untersuchende  Funktion  f[z)  in  jedem  Punkte  einer  ge- 
wissen Umgebung  dieses  Punktes  eindeutig  und  regulär  ist,  aus- 
genommen im  Punkte  z  =  a  selbst,  über  den  nichts  bekannt  sei. 
Dann  kann  man  den  im  Laurent  sehen  Satze: 

1 ,        l\z)  =  ^  «,,  yz  -  a;'  4-  S;  "_„  [z  -  "T"      {r<\z-a\</f] 
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auftretenden  Radius  r  beliebig  klein  nehmen,   so  daß  also  die  Ent- 
wicklung (1)  als  im  Gebiete 

2)  0  <  I  r  -  ö  ;  <  7? 
giltig  vorauszusetzen  ist. 

Weiß  man  nun  noch,  daß  \f{z)\  stets  unterhalb  einer  angeb- 
baren Grenze  bleibt,  wie  nahe  auch  z  an  jenen  Punkt  heranrücken 
mag,  so  folgt,  daß  die  Koeffizienten  a_^^  (§  47,  5)  alle  gleich  Null 
sein  müssen.  Dann  stellt  aber  die  Laurent  sehe  Entwicklung  von 
f[z)  eine  im  Punkte  a  reguläre  Funktion  vor;  und  werden,  wie  in 
§  43  verabredet,  hebbare  Unstetigkeiten  ausgeschlossen,  so  folgt, 
daß  diese  Funktion  auch  im  Punkte  a  mit  f{z)  übereinstimmen  muß. 
Also  gilt  der  Satz: 

I.  Weiß  man  von  einer  analytischen  Funktion,  daß  sie  in  der 
Vmgehunij  eines  Punktes  a,  abgesehen  von  diesem  selbst  eindeutig  und 
regulär  ist  und  bei  beliebiger  Annäherung  an  ihn  ihrem  absoluten  Be- 
trage nach  stets  unterhalb  einer  angebbaren  Grenze  bleibt,  so  kann 
man  schließen,  daß  sie  auch  im  Funkte  a  selbst  regulär  ist,  voraus- 
gesetzt, daß  hebbare    Unstetigkeiten  ausgeschlossen  sind. 

Kommen  aber  in  der  für  die  Umgebung  des  Punktes  a  gültigen 
Laurent  sehen  Entwicklung  (1)  der  Funktion  wirklich  Glieder  mit 
negativen  Exponenten  vor,  so  ist  zu  unterscheiden,  ob  deren  nur 
eine  endliche  Anzahl  sind  oder  unendlich  viele.  Im  ersteren  Falle 
hat  die  Funktion  bei  z  =  a  einen  Pol  und  wird  daher  dort  bestimmt 
unendlich  in  folgendem  Sinne :  wenn  eine  noch  so  große  positive  Zahl  M 
gegeben  ist,  läßt  sich  um  den  Nullpunkt  stets  ein  Kreis  von  so  kleinem 
Radius  beschreiben,  daß  für  alle  Funkte  im  Innern  desselben  \f[z)\  y-  M 
ist.  Andererseits:  ist  in  diesem  Fall  der  Pol  ein  /i-facher,  so 
existiert  der  Grenzwert : 

3)  \im  {z  -  aYf{z) 

und    ist    endlich    und   von  Null   verschieden;    dagegen    ist  für   jede 
(noch  so  kleine)  positive  Zahl  s: 

lim  |c  -  al«  +  ^|/"(z)|  =  0  . 

und 

lim,|z  —  a\''~'\f(z)\  =  oo .    . 

Definiert  man  also  ganz  allgemein: 

IL  Man  sagt  von  einer  Funktion,  sie  teer  de  für  z  =  a  bestimmt 
unendlich  von  der  ju'"*.  Ordnung  [fi  >  0),  wenn  der  Grenzxcert 

lim  I  2;  —  a|/'|/'(z)| 
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existiert,  endlich  und  von  Null  verschieden  ist;  so  kann  man  den  Satz 
aussprechen : 

III.  Wenn  eine  analytische  Funktion  in  der  Umgehung  eines 
Punhtes  a,  von  diesem  selbst  abgesehen,  eindeutig  und  regulär  ist  und 
in  a  bestimmt  unendlich  wird,  icird  sie  dort  stets  von  einer  ganz- 
zahligen   Ordnung  unendlich. 

'wir  haben  noch  den  zweiten  der  vorhin  unterschiedenen  l<alle 
zu  besprechen,  in  welchem  die  zweite  Reihe  auf  der  rechten  Seite 
von  (1)  unendlich  viele  von  Null  verschiedene  Koeffizienten  «  .  „  be- 
sitzt. Man  nennt  die  Stelle  z  =  a  dann  eine  u-esentlich  singulare  der 
Funktion  f{z).  Die  zweite  Reihe  auf  der  rechten  Seite  voti  (1)  geht 
durch  die  Substitution  {z  -  a)''  =  z'  in  eine  ganze  transzendente 
Funktion  von  z'  über  und  da  die  erste  Reihe  aut  der  rechten 
Seite  von  (1)  an  der  Stelle  z  =  a  stetig  ist  und  dort  den  Wert  a, 
annimmt,  kommt  f{z)  in  der  Umgebung  der  Stelle  z  =  a,  genau 
wie  eine  ganze  transzendente  Funktion  in  der  Umgebung  der 
SteUe  00,  jedem  endlichen  Werte  beliebig  nahe  und  nimmt  außeraem 
daselbst 'dem  Betrage  nach  beliebig  gioüe  Werte  an.     M.  a.  W.: 

IV.  In  jeder  Umgebung  einer  wesentlich  singulären  Stelle  gibt  es 
Funkte  z,  für  die  \t\z)\' beliebig,  groß  wird  und  andere,  ßr  die 
\f(^z)-c\  beliebig  klein  tcird;  dabei  bedeutet  c  irgend  eine  wülkurhch 
gegebene  Konstante.  Wegen  des  Beweises  s.  §  44. 
"  '  Die  Stelle  oo  ist  eine  wesentlich  singulare  für  eine  ganze  tran- 
szendente Funktion,  eine  außerwesentlich  singulare,  d.  h.  ein  Pol  für 
eine  ganze  rationale  Funktion. 

Zu  den  wesentlich  singulären  Stellen  rechnet  man  auch  die 
Häufungsstellen  von  Polen.  So  ist  z.B.  ac  eine  wesentlich  singulare 
Stelle  für  die  Funktionen 

sin  2  „,,  cos  2 

iOLZ  —  ,         cot  r  =      . 

^b~         j.„s2  '  sin  2 

Auch  dann,  wenn  die  Stelle  z  =  a,  die  man  sich  etwa  im  Endlichen 
gelegen  denke,  als  Häufungsstelle  von  Polen  ein  wesentlicher  sin- 
gulärer  Punkt  für  die  Funktion  /\z)  ist,  kommt  /(z)  in  jeder  (noch 
80  kleinen)  Umgebung  der  Stelle  a  jedem  endlichen  Werte  c  be- 
liebig nahe.  Denn  entweder  hat  die  Funktion  [f{z)  -  c)  Mn  der 
Umgebung  der  Stelle  a  unendlich  viele  Pole,  deren  Häufungsstelle  a 
ist;  dann  ist  in  dieser  Umgebung  f{z]  unendlich  oft  nicht  nur  mit 
beliebiger  Annäherung,  sondern  sogar  genau  gleich  c;  oder  (/(z)-c) 
gestattet  in  einem  Gebiete 

/•  <  i  -^-  -  «  I  <  ^'' 
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rine  LAüKENTSche  Entwicklung 

OO  .00 

im  -  '•)"'  --  :^^««(^  -  «r  +  :^a_,,{z  - «)  -. 
«=(.)  (1=1 

Hier  kann  sich  die  zweite  Summe  nicht  auf  eine  endliche  Anzahl 
von  Gliedern  reduzieren,  weil  sonst  (/'(z)  —  c)~^  an  der  Stelle  a 
einen  Pol  besäße  und  f\z)  selbst  also  dort  entgegen  der  gemachten 
Voraussetzung  regulär  wäre.  Es  nimmt  somit  (/(z)  — c)"^  in  jeder 
Umgebung  der  Stelle  a  beliebig  große  Werte  an,  d.  h.  f{z)  kommt 
dem  Werte  c  beliebig  nahe. 

Genau  wie  bei  einem  Pole  (§  45),  bezeichnet  mau  auch  bei 
einer  wesentlich  singulären  Stelle  2  =  «  als  Residuum  den  Koeffi- 
zienten von  (z  — a)~^  in  der  LAUKENTschen  Entwicklung  (1),  (2), 
talls  u  endlich  ist,  und  den  negativ  genommenen  Koeffizienten  von 
r"^^  in  der   im    Gebiete  r<|z|<oo    konvergenten   LAUßENTschen 

ßeihe  ^«„2",  falls  a  =00.    Dann  behalten  die  Sätze  des  §  45  ihre 

Gültigkeit,  wenn  man  in  ihnen  neben  Polen  auch  solche  wesentlich 
singulare  Stellen  zuläßt,  die   keine  Häufungs stellen  von  Polen  sind. 

§  49.    Die  FouRiERSChe  Reihe. 

Aus  der  Laüeent sehen,  in  einem  Ringgebiet  zwischen  zwei 
konzentrischen  Kreisen  gültigen  Entwicklung  kann  auf  Grund  der 
§§  40 — 42  eine  in  einem  Parallelstreifen  gültige  Entwicklung  ab- 
geleitet    werden.       Seien 

nämlich  r  und  R  die  Ra-  /^  N.  t;>=\TrL  1 

dien  der  beiden  Kreise, 
zwischen  welchen  eine 
Funktion  /(z)  den  Bedin- 
gungen des  Laueent  sehen 
Satzes  genügt.  Unbe- 
schadet der  Allgemeinheit  ,  pj„  23. 
dürfen  wir  annehmen,  es 

sei  r  <  1 ,  i?  >  1 ;  wenn  das  nämlich  nicht  schon  von  Anfang  an 
der  Fall  sein  sollte,  können  wir  es  stets  dadurch  erreichen,  daß  wir 
c  2  an  Stelle  von  z  einführen,  unter  c  eine  geeignet  gewählte  positive 
reelle  Konstante  verstanden.     Dann  können  wir 

1)  r  =  e-™i,        Ä  =  e"-' 

setzen,  wo  m^,  m^  ebenfalls  positive  reelle  Konstante  sind. 
Durch  die  Funktion: 

2)  z  =  «"■ 


f^  . 

1^ 

t^ 

Ti" 

tp=-m 
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wird  auf  den  längs  der  Halbachse  der  negativ  reellen  Zahlen  auf- 
geschnitten gedachten  Kreisring  der  r- Ebene  ein  Rechteck  R  der 
i'-Ebene  abgebildet,  wird  t  —  t^  -\-  it.^  gesetzt,  so  lauten  die  Glei- 
chungen seiner  Seiten: 

3)  ij  =       71,       /j  =  -f-  ,T,       t^  =  —  "'2'       ^i  —  "'1  • 

Innerhalb  dieses  Rechtecks  ist  nach  §  38,  XI  f[e'')  =  cp{t)  eine 
reguläre  Funktion  von  t;  und  die  Laurent  sehe  Reihe: 


4) 

/•(--)  =  i;^.~-" 

n=  —00 

geht  über  in: 

+  00 

4') 

'ifW  =  2^n^-"'' 

oder  wenn  wir  statt  der  Exponentialfunktionen  trigonometrische  ein- 
führen: 

00  00 

5)     9p  (0  =  ^0  +  2  ^n  (^°^  nt  -\-  i  sin  nt)  +  ^  c_,^  (cos  7i  t  —  i  sin  n  t) 

7»  =  1  n  =  1 

und  hieraus  durch  Umordnung 

00  00 

5')  9  {t)  =  ^0  +  2  (^n  +  ^- J  cos  n  #  +  2  ^  (f„  -  c_ J  sin  r?  ^ . 

n  =  1  ?i  =  1 

Diese    Umordnung    ist    erlaubt   |A.  A.  §43),    wenn    die  vier  Reihen 

00  00  00  00 

61      ^,c  cos  Jit.       ^,c      cos/??,       ^.c  sinnt,       ^.c      sinnt 

n  =  l  n=l  H  =  l  ii  =  l 

absolut  konvergieren,  und  das  trifft  zu,  falls  wir  den  bisherigen 
Bereich  E  der  Veränderlichen  t  =  t^-\-it.,  folgendermaßen  ein- 
schränken: Die  positive  Zahl  m  sei  =  rn^,  falls  jn^^m^  ist,  da- 
gegen =  Wg,  falls  m^  >  Wg  ist.  ^  werde  auf  das  Rechteck  N'.  dessen 
Seiten  die  Gleichungen 

7 1  t^  =  —  TT ,       t^  =  -^  TT ,       t^  =  —  m  ,       t^  =  -\-  m 

haben,  beschränkt.     Dann  sind  nicht  nug-  die  beiden  Reihen 

00  oc 

sondern  auch  die  beiden  Reihen 

00  00 

H=I  11  =  1 

absolut  konvergent,  mithin  auch  wegen  §  A^  lOi,  i7i  die  vier  Reihen iH). 

Ist   umgekehrt   eine   im  Innern    des  Rechtecks  R  (7)   reguläre 

Funktion  von  t  gegeben,  so  geht  sie  durch  die  Substitution  (2)  in  eine 
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im  Innern  eines  aufgeschnittenen  Kreisringes  reguläre  Funktion  von  z 
über  (§  38,  XI).  Zur  Anwendung  des  LAUßENTschen  Satzes  ist  aber 
erforderlich,  daß  f[z)  innerhalb  des  unauf geschnittenen  Kreisringes 
regulär  ist.  Das  wird  dann  und  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  die 
Funktion  (f{t)  auch  noch  mindestens  in  schmalen  Streifen  über  die 
zur  i^2 -Achse  parallelen  Seiten  des  Rechtecks  hinaus  regulär  ist  und 
wenn  sie  überdies  in  je  zwei  Punkten  dieser  Seiten,  die  gleiche 
Koordinaten  t^  haben,  gleiche  Werte  annimmt.  Denn  dann  gibt 
die  Übertragung  der  Umgebungen  dieser  beiden  Seiten  in  die 
r-Ebene  zwei  in  der  Umgebung  des  Schnittes  reguUre  Funktionen  von 
,^,  die  längs  des  Schnittes  übereinstimmen,  also  nach  §  39  a,  I  über- 
haupt identisch  sind.  Das  ist  der  Fall,  wenn  die  Funktion  r^  (^)  in 
dem  ganzen  von  den  Geraden  t.^  =  —  m  und  t.,  =  m  begrenzten 
Parallelstreifen  S  regulär  ist  und  die  Periode  In  besitzt.  Wir  können 
also  folgenden  Satz  aussprechen: 

1,  Eine  periodische  Funktion  der  Feriode  2%,  die  in  einem 
Streifen  S  regidär  ist,  der  zu  beiden  Seiten  der  Achse  der  reellen 
Zahlen  die  nämliche  Breite  hat,  hann  in  S  durch  eine  Feihe  der  Form: 

oo  oo 

9?  (<)  =  «^  +  V  a^  cos  nt  +  ^  b^^  sin  // 1 

n  =  \  ?i  =  1 

[„Fouriersche  Feihe")   dargestellt   werden. 

Die  Koeffizienten  dieser  Reihe  bestimmen  sich,  indem  man  in 
die  §  47  |7|  gegebene  Darstellung  der  Koeffizienten  der  Laueent- 
schen  Reihe: 

c  =  — U  ff(z)z—^dz 

durch    die   Substitution  (2)  t   als  Integrationsveränderliche  einführt. 
~  Man  findet: 

8)  «,,  =  ^„+  c_„=     ^^  J(f{t)cosntdt, 

^n  =-  ^K-^-„)  =    l   ffp{t)smntdti 

und  zwar  sind  diese  Integrale  längs  irgend  einer  im  obigen  Regu- 
laritätsstreifen  verlaufenden  Kurve  zu  nehmen,  die  einen  Punkt  der 
Seite  t^  —  —  TT  mit  dem  gegenüberliegenden  Punkt  der  Seite  t^  =  n 
verbindet,  am  einfachsten  also  durch  reelle  Zwischen  werte  von 
t  =  —  n  his  t  =+  Tc. 
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§  50.     Summen  unendlich  visier  regulärer  Funktionen. 

Es  sei  eine  unendliche  Folge  von  Funktionen  gegeben: 

1)  f\iz),    f'A-)'    •••'    /„(-)'     --v 

die  innerhalb  eines  bestimmten  endlichen  Bereiches  53   der  z-Ebene 
sämtlich  regulär  sind;  man  wisse  ferner,  daB  die  Reihe: 

oo 

71=1 

in  jedem  Punkte  dieses  Bereiches  konvergiert.  Ihre  Summe  f(z) 
ist  dann  jedenfalls  eine  komplexe  Funktion  (§  31,  I)  der  reellen 
Koordinaten  x  und  7/  von  z  =  x  -{-  ii/\  mehr  können  wir  nicht  be- 
haupten, solange  wir  von  den  Funktionen  f^{z)  nichts  weiter  voraussetzen. 
Setzen  wir  aber  noch  voraus,  daß  die  Reihe  (2)  in  dem  ganzen 
betrachteten  Gebiete  gleichmäßig  konvergiert,  so  können  wir  folgender- 
maßen zeigen,  daß  ihre  Summe  f{z)  eine  im  Bereiche  S!d  reguläre 
analytische  Funktion  ist.  Es  genügt  nach  der  Definition  I  des  §  83, 
wenn  wir  zeigen,  daß  f{z)  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  des  Be- 
reiches oder  in  jedem  in  33  gelegenen  Kreisgebiete  regulär  ana- 
lytisch ist.  Sei  k  ein  solches  Gebiet,  so  gilt  für  jede  in  k  ver- 
laufende doppelpuuktlose  geschlossene  Kurve  /"  wegen  der  gleich- 
mäßigen Konvergenz  auf  /": 

oo 

3)  rnz)dz=  ^ffjz\dz. 

r  n=i  r 

Auf   der   rechten   Seite    dieser  Gleichung   ist  jeder  Summand   Null 

(§  35,  III);  also  ist  auch  die  linke  Seite  Null  und  daher  nach  §  38,  XI 

f[z)  eine   in  h  und  also  in  ^^  reguläre  analytische  Funktion.^      Wir 

sprechen  den  bewiesenen  Satz  so  aus: 

1.  Die  Summe  einer  in  einem  emilichen  Bereiche  93  gleichmäßig 
konvergenten  Reihe  regulärer  Funktionen  ist  selbst  eine  innerhalb  dieses 
Bereiches  reguläre  Funktion  [Weierstrassscher  Doppclreihensatz).^ 

Ist  ^  ein  Punkt  von  93  und  ist  die  positive  Zahl  o  so  klein 
gewählt,  daß  auch  die  Punkte  der  Kreislinie  x: 


'  Ist  58  einfach  zusammenhängend,  so  bedarf  es  zum  Beweise  nicht  dea 
Hilfsbereiches  /.;,  weil  dann  auch  die  Integrale  der  rechten  Seite  von  (3)  für 
jede  in  S3  verlaufende  doppelpunktlose  geschlossene  Kurve  F  versehwinden. 
Das  braucht  aber  nii-ht  mehr  der  Fall  zu  sein,  wenn  !Ö  mehrfach  zusammeu- 
häugünd  ist. 

'■'  ,,D(>pj)elr(',ihensutz"  deswegen,  weil  bei  \Vi;ierstkass  die  einzelnen  Funk- 
tionen /"„(*)  durch  TAYLORSche  Reihen  gegeben  sind;  vgl.  Satz  lll.  Von  der 
Voratissetzung  der  Endlichkeit  des  Bereiches  befreit  man  sich  leicht. 
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dem  Bereiche  fö  angehören,  so  besteht  nach  I  gleichmäßig  für  alle 
z  auf  dieser  Kreislinie  die  Beziehung 

OO 

2n  l    (*  -  :Y"  +  '    ~  ^     -In  i    (;t.  -  :-)•"  +  '  ' 
n  =  1 

also  wenn  man  über  x  integriert  (i?  35,  S.  117)  und  die  Formeln  (8) 
des  §  89  beachtet: 

n  =  1 

d.  h.  es  gilt  der  Salz: 

II.  An  einer  in  einem  bestimmten  Bereiche  (jleichm'djiuj  konver- 
(jenten  Reihe  regulärer  Funktionen  dürfen  Differentiationen  beliebig 
hoher  OrdnKng  gliedweise  vollzogen  werden,  solange  man  im  Innern 
des  Bereiches  bleibt. 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  dann  noch: 

TU.  Um  die  Taylor  sehe  Entwicklung  einer  regulären  Funktion 
zu  erhalten,  die  durch  eine  in  der  Umgebung  von  z  =  a  gleichmäßig 
konvergente  Beihe  regulärer  Funktionen  definiert  ist,  darf  man  die 
einzelnen  Glieder  der  Beihe  nach  Potenzen  von  z  —  a  entioickeln  und 
dann   alle    Glieder    mit  gleichen   Potenzen   von    z  —  a   zusammenfassen. 


§  51.     Der  Satz  von  Mittag-Leffler. 

Eine  Funktion  F{z),  welche  im  Endlichen  überall  regulär  ist 
mit  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  von  Polen  a^,  a^,  . ... ,  a^^, 
kann  nach  §  44.  VI  stets  in  der  Form  dargestellt  werden: 

»-=1 

in  welcher  g{z)  eine  ganze  (transzendente  oder  rationale)  Funktion 
von  z  bezeichnet,  f  \z)  eine  rationale  Funktion,  die  keinen  andern 
Pol  hat  als  a  .  Es  liegt  nahe,  zu  versuchen,  ob  man  nicht  auch 
eine  Funktion  mit  unendlich  vielen  Polen  a^,  die  wir,  um  einen  be- 
sonders einfachen  Fall  ins  Auge  zu  fassen,  der  Bedingung 

2)  lim  j  a^  I  =  OO 

1— >■  OO 

unterwerfen,  durch  die  Summe  einer  unendlichen  Partialbruchreihe 
und  einer  ganzen  Funktion: 

OO 

.=1 
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darstellen  kann;  dazu  wird  nach  §  50  hinreichend  sein,  daß  die 
Reihe  in  jedem  abgeschlossenen  endlichen  Gebiete  33',  in  welchem 
kein  Punkt  a^  liegt,  gleichmäßig  konvergiert. 

Aber    schon    in    sehr    einfachen    Fällen,    z.  B.    t'[z]  = 

(«/  =  1,  2,  3  .  .  .)  divergiert  die  angesetzte  Reihe  (3)  für  jedes  end- 
liche z.  Die  hieraus  entspringende  Schwierigkeit  hat  Mittag- 
Leffler  durch  den  Nachweis  überwunden,  daß  man  stets  rationale 
ganze  Funktionen  g^,{z)  so  bestimmen  kann,  daß  die  Reihe: 

oo 

in  jedem  abgeschlossenen  endlichen,  keinen  Punkt  g_.  enthaltenden 
Gebiete  S8'  gleichmäßig  konvergiert.  Wir  wollen  hier  jedoch  den 
Beweis  nicht  für  den  allgemeinsten  Fall  durchführen,  sondern  nur 
mit  einer  für  die  meisten  Anwendungen  ausreichenden  Allgemeinheit.^ 
Wir  machen  erstens  die  einschränkende  Voraussetzung,  i  a^  \ 
wachse  so  rasch  mit  wachsendem  /',  daß  sich  eine  ganze  positive 
Zahl  71  von  der  Beschaffenheit  bestimmen  läßt,  daß  die  Reihe: 

v  =  1 

für  m^n  konvergiert.  Zweitens  setzen  wir  voraus,  die  vorgeschrie- 
benen Pole  seien  alle  von  gleicher  Ordnungszahl  A  und  die  Partial- 
bruchzerlegung  der  Funktionen  f^  bestehe  nur  aus  je  einem  Glied, 
mit  übereinstimmenden  Koeffizienten,  die  wir  dann  alle  =  1  an- 
nehmen dürfen;  es  sei  also: 

6)  f\.{z)  =  {z-ay^. 

Sei  nun  erstens  l^n;  sei  irgend  ein  abgeschlossener  endlicher 
Bereich  33'  ^  gegeben,  der  keinen  der  Punkte  a,,  enthält;  sei  31  der 
größte  Wert,  den  \z\  in  diesem  Bereiche  annimmt,  ju  irgend  eine 
positive  Zahl  >  1.  Dann  teilen  wir  die  Punkte  a^  in  zwei  Klassen, 
je  nachdem  \a^\^fi  M  oder  \a^\>  fiM  ist.  Von  Punkten  der 
ersten  Klasse  ist  nach  (2)  nur  eine  endliche  Anzahl  vorhanden, 
sagen  wir  etwa  k;  für  jeden  Punkt  «,,  der  zweiten  Klasse  und  jeden 

*  Für  den  allgemeinen  Fall  vgl.  man  etwa  VVeierstkass,  ges.  W.  Bd.  II, 
S.  189,     iS.  a.  im  folgenden  §  67. 

'  53'  bestehe  beispielsweise  aus  dem  Kreisgebiete  S?:  I2!  ^  M[M  beliebig 
groß)  mit  Ausschluß  beliebig  kleiner  Umgebungen  '  z  —  a,. '  <  8  der  Punkte  o,, 
soweit  sie  in  ^  liegen. 


§  51.    Der  Satz  von  Mittag- Leffl&r.  1  7ii 

Punkt  z  des  gegebenen  Bereiches  ist  j 2  — a^|^|a^|  —  yt/>  [aj  [l —^] , 
also 

7)        •  1-^^    <      ^ 


d.  b.  kleiner  als  eine  von  z  und  v  unabhängige  endliche  Zahl. 
Spalten  wir  nun  von  der  zu  untersuchenden  Reihe  die  endliche 
Summe: 

A; 
8)  " 


^  (*  -  O, 


»■  =  1 


ab,  so  bleibt  die  unendliche  Reihe: 
9) 


%^        1 


übrig.  Jedes  Glied  dieser  Reihe  entsteht  absolut  genommen  aus 
dem  entsprechenden  Glied  der  Reihe 

CO 

>=i 

durch  Multiplikation  mit  der  A*®°  Potenz  des  Faktors  (7),  von  dem 
gezeigt  ist,  daß  er  für  alle  Glieder  unterhalb  einer  und  derselben 
endlichen  Grenze  liegt.  Da  nun  die  Reihe  (9')  nach  Voraussetzung 
absolut  konvergiert,  so  konvergiert  auch  die  Reihe  (9)  absolut 
(A.  A.  §41);  und  zwar  gleichmäßig  in  ^',  da  die  genannte  Grenze  von 
z  unabhängig  ist.  Fügen  wir  die  Anfangsglieder  (8)  wieder  hinzu, 
so  erhalten  wir  den  Satz: 

I.  Konvergiert  die  Beihe  [5\  so  konvergiert  die  Reihe'. 

10)  y, 


v  =  l 

unbedingt    und    gleichmäßig    in    jedem     im    Endlichen     gelegenen    ab- 
geschlossenen Bereiche  5B',  der  keinen  der  Punkte  a^  enthält. 

Ist  aber  zioeitens  X  <  n,  also  —/.  +  ?«  positiv,  so  können  wir 
folgendermaßen  verfahren:  Durch  gliedweise  Integration  zwischen 
zwei  beliebigen  Grenzen  z^^,  z  auf  beliebigem  Wege  innerhalb  eines 
Bereiches  33'  wie  oben  —  sie  ist  nach  §  35  S.  117  erlaubt  — 
erhalten    wir     aus     der    nach     Voraussetzung    in    33'     gleichmäßig 

konvergenten  Reihe 

00 

11)  •        V-  -"— 

'     ■  ^  {X-  aj* 

v  =  1 
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eine  in  33'  gleichmäüig^  konvergente  Reihe: 

-  OO  OG  . 

2„  ,=1  ,-=1 

deren  einzelne  Glieder  für  z  —  a^,  unendlich  werden  wie  [z  —  a^)-"+\ 
die  also  für  Ä  =  n  —  \  die  Aufgabe  löst.  Auf  diese  Reihe  können 
wir,  wenn  n  >  2  ist,  dasselbe  Verfahren  noch  einmal  anwenden,  und 
so  fortfahren,  bis  wir  durch  fortgesetztes  Integrieren  die  Exponenten 
im  Nenner  auf  den  vorgeschriebenen  Wert  A  herabgedrückt  haben. 
Wir  wollen  das  Ergebnis  nur  unter  der  vereinfachenden  Voraus- 
setzung hinschreiben,  daß  der  Nullpunkt  nicht  zu  den  a^,  gehört; 
dann  dürfen  wir  ^o  =  0  setzen  und  erhalten  so  den  Satz: 

11.    Konvergiert  die  Reihe  (5)    und  ist  Ä  <  n,  so  konvergiert  auch 
die  Reihe: 


.3,    Ire, ><-"'•*    '-"'•' 


'^T    cT.         '      \  .2         a} 


-•■(::X^-)l 


unbedingt  and  gleichmäßig  in  jedem  im  EndUchen  gelegenen  ab- 
geschlossenen Bereiche,  der  keinen  der  Punkte  a  enthält,  vorausgesetzt, 
daß  der  ganze  unter  dem  Summenzeichen  stehende  Ausdruck  als  ein  Glied 
der  Reihe  betrachtet  und  nicht  auseinander  gerissen  wird. 

Man  kann  das  Bildungsgesetz  der  Reihe  (13)  übrigens  auch  so 
aussprechen:  es  werden  von  [z  —  a^)~^  die  \n  —  X)  ersten  Glieder  der 
Mac   Lourin sehen  Reihe  für  {z  —  a^)-^  subtrahiert. 

Aus  dem  Weierstrass sehen  Doppelreihensatz  (§  50)  folgt  dann, 
daß  jede  der  Reihen  (10),  (13)  eine  im  Endlichen  überall  außer  an  den 

'  Uin  die  GleichmäBigkeit  der  Konvergenz  der  integrierten  Reihe  im  Ge- 
biete 58'  einziLsehen,  bezeichne  man  mit  r  {z)  den  Rest  der  Reihe  (11)  vom 
(t""  Gliede  au.  dann  kann  nach  Voraussetzung  i /■„  (z)  |  durch  Wahl  von  /i  für 
alle  X  in  53'  <  t  gemacht  werden,  wenn  e  irgend  eine  gegebene  positive  Zahl 
ist.     üer  Rest  ür"^,  ix)  der  integrierten  Reihe  vom  //'"  Glicde  ab  ist  also  (§  35  (3)) 

dem   Betrage   nach    <  k  l'\d%  '  =  e/,   wenn   /  die   Länge  des   Integratfbnswegs 

von  s„  bis  A  ist.  Wählt  man  nun  (was  am  einfachsten  und  völlig  ausreichend 
ist)  als  Bereich  'Ö'  den  in  der  Fußnote  "  von  Seite  172  angegebenen,  so 
kann  man  irgend  zwei  Punkte  s^,  x  von  58'  durch  eine  Linie  verbinden,  deren 
Länge  unterhalb  einer  von  :*,,  *  unabhängigen  und  nur  von  M,  6  abhängigen 
(Jrenze  L  bleibt.  Es  ist  also  gleichmäßig  für  alle  •  in  'iV  :'  Ii^^{K)'  <  Li,  d.h. 
beliebig  klein  für  hinreichend  großes  fi,  w.  z.  b.  w. 
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Stellen  a^  reguläre  Funktion  von  z  vorstellt.  Ihr  Verhalten  in  einem 
der  Punkte  a^  ergibt  sich,  wenn  man  das  auf  diesen  Punkt  sich 
beziehende  Glied  aus  der  Reihe  herausnimmt;  die  übrig  bleibende 
Reihe  konvergiert  auch  in  der  Umgebung  von  a^  gleichmäßig,  ist 
also  dort  regulär,  und  die  Funktion  hat  also  wirklich  in  r  =  a_^  einen 
Toi  der  vorgeschriebeneu  Art. 

III.  Die  alh/emeinste  Funktion,  welche  in  allen  diesen  Funkten 
Pole  der  vorgeschriebenen  Art  hat,  wird  erhalten,  indem  man  zu  der 
Feihensnnime  noeh  die  allgemeinste  im  Endlichen  ühernll  reqnläre,  also 
die  allgemeinste  ganze  Fnnktion   addiert. 

§  52.    Partialbruchzerlegung  einfach  periodischer  Funktionen. 

Wir  kehren  nunmehr  mit  den  inzwischen  gewonnenen  Hilfsmitteln 
zu  der  §  42  abgebrochenen  Untersuchung  einfach  periodischer  Funk- 
tionen zurück.  Der  Satz  des  letzten  Paragraphen  gibt  uns  ein  Mittel, 
solche  Funktionen  zu  bilden. 

Indem  wir,  wenn  erforderlich,  cz  statt  z  als  Veränderliche  ein- 
führen, können  wir  erreichen,  daB  1  primitive  Periode  wird.  Wir 
versuchen  eine  Funktion  mit  dieser  Periode  zu  bilden,  v/elche  im 
Nullpunkte  einen  Pol  hat;  dann  muß  sie  notwendig  auch  in  allen 
denjenigen  Punkten  Pole  haben,  die  aus  dem  Nullpunkt  durch  Ad- 
dition und  Subtraktion  von  Perioden  hervorgehen;  also  in  den  Punkten 
r=  1,  2,  3,  ...;  z=-  1,    -2,    -8... 

Nun  bilden  wir  zunächst  einmal  überhaupt  eine  Funktion,  welche 
diese  Punkte  (und  keine  andern)  zu  Polen  hat;  um  die  Sätze  des 
vorigen  Paragraphen  anwenden  zu  können,  müssen  wir  fragen,  ob 
die  Reihe: 


2" 


für  irgend  einen  Wert  von  n  konvergiert.  Aus  den  Elementen  ist 
bekannt,  daß  das  zwar  nicht  für  ?«  =  1  ,  wohl  aber  für  n  =  2  der 
Fall  ist  (A.  A.§  40).     Es  ist  also  nach  §  51,  (10): 

eine  Funktion,  welche  alle  die  genannten  Punkte  zu  zweifachen 
Polen  hat.  Wollen  wir  aus  ihr  nach  §  51,(13)  eine  andere  bilden, 
für  welche  diese  Punkte  nur  einfache  Pole  sind,  so  müssen  wir 
beachten,   daß  die  dort  gemachte  Voraussetzung,  der  Nullpunkt  sei 
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nicht  unter  den  Punkten  a^,,  hier  nicht  zutrifft.  Wollen  wir  also 
jenen  Satz  hier  anwenden,  so  müssen  wir  ihn  nicht  auf  f^  {z)  selbst, 
sondern  auf /j  {2)  —  r"^  anwenden;    wir  erhalten  so  eine  Funktion: 


+00 

1   .   v7-i    •   1 


2)  /■.w=.+ZU^  + 


)■=  —  00 


(Der  Akzent  am  Summenzeichen  soll  hier  und  im  folgenden  an- 
deuten, daß  der  Wert  v  =  0  aus  den  Werten,  über  welche  summiert 
wird,  auszulassen  ist.) 

Wir  kimnen  nun  folgendermaßen  zeigen,  daß  die  beiden  so  kon- 
struierten Funktionen  wirklich  1  zur  Periode  haben.  Von  der  ersten 
folgt  es  direkt  aus  der  Darstellung  (1).  Denn  ersetzen  wir  in  dieser 
z  durch  z  +  1,  so  erhalten  wir,  ausführlich  geschrieben: 


—  00 


V l -^      1-  o-  V i 


r+  ,.  ..  ^  + 


^'    {x  +  l-  «)-•    "^    (»  +  1)"    "^  ^    (z  +  1  -  »')' 

v  =  l  i=-l 

Ersetzen   wir    hier   den   Summationsbuchstaben  v   durch   u  +  1 ,    so 

erhalten  wir: 

00  —00 

a  =  0  ,"=-2 

und   das  ist  wieder   die   ursprüngliche  Reihe  ili,  nur  daß  das  Glied 
(z  4-  l)-2  aus  der  Summe  herausgehoben  ist.    Es  ist  also  in  der  Tat: 

3)  /;(2  +  i)-/;u). 

Für  die  Funktion/2  (-^)  können  wir  nicht  denselben  Schluß  machen, 
weil  wir  die  Klammern  in  (2)  nicht  auflösen  dürfen;  aber  da  nach  (2): 

4-,n 

ist,  rindet  man 

+  n 

/;(2+  l)  =  lim    V   _1 


+  n 


=  lim   [( 


"^    1    \   .         1  1     ! 


j^   Z   -  V  j  2+1+  // 


+  n 


d.     h. 


=  lim    ^  +  lim  ( — — 

n—y  00   ^^^  u— >oo  ^  ' 

V—  —n  • 

=  /;(r); 
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I.  Nicht  nur  f\  [z\  sondern  auch  f^  [z)  ist  eine  periodische  Funktion 
ron  z  mit  der  Periode   1. 

Wir  fragen,  in  welcher  Beziehung  diese  Funktionen  zu  den  in 
den  §§  40 — 42  untersuchten  periodischen  Funktionen  stehen? 

Definieren    wir,     wie    für   reelle    VeränderUche,    die    Funktion 

Kotangens  durch: 

,  cos  z 

Ol  coiz  =  — , —  , 

sm  z  ' 

so  folgt  aus  §§40,  41,  daß  die  Funktion  TrcotfTr^)  dieselben  (ein- 
fachen) Pole  und  dieselben  Residuen  hat,  wie  /'giz).  Bedeutet  nun 
C^.  den  Umfang  eines  Quadrates  Q,  dessen  Seiten  die  Gleichungen 
haben: 

■r  =  ±  "    ^  und   ,  y  =  +  ^^—^ —     {k  ganzzahlig  >  0) 

und  liegt  u  innerhalb  Q,  so  hat  die  Funktion 


F{z)  = 

z  —  C 

im  Innern  von  Q  die 

Pole: 

0,       ±1, 

±2,     .  . 

.,       ±k 

und 

C' 

mit  den  Residuen 

1          -  1 

:  '      :  =F  1  ' 

-  1 

-  1 

und 

n  cot  n  'C , 

wir  erhalten  also: 

»■=1  Ca- 

Xun  ist: 


t  ; 


Jncot^in^)^^^^^ 


da  cot  eine  ungerade  Funktion  und  die  Linie  Cj^  zum  Nullpunkt 
symmetrisch  ist;  also  können  wir  das  in  (7)  auftretende  Integral 
wegen 


auch  durch 


^  r  cot(?r*)    7 
^  J   « (*  -  'C. 


(*  -  0 
0 


^  'C  sei  von  0,   ±  1,  .  .  .,   ±  k  verschieden. 
BuRXHARDT,  Funktionen.    I.  2.    Fünfte  Aufl. 
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ersetzen.    Um  dieses  Integral  abzuschätzen,  gehen  wir  aus  von  der 
Gleichung : 


,2.-rj,  _^  g-2^j,  _j_  2  COS  271  a: 


8)  cotf;?;^);^  _ 

€''  +  €■  *—  2C03  2  7rX 

aus  ihr  folgt,  das  auf  den  beiden  Seiten 

,     2  k  +  1 
^  =  ±  2 

des  Rechtecks: 

auf  den  beiden  Seiten 

,     2  A-  +  1 
.'/  =  +  — ^- 

10)   \^oi{nz)'^\^^^ ^^^     d.i.  ^  — -r^^^gx;^  <  rr:j=-«  <  2 

\e  —  e 

ist.  Es -ist  also  auf  C^  durchweg  lcot7rr|<2.  Bezeichnet  man 
noch  mit  r,^  und  (>,.  die  kürzesten  Abstände  der  Punkte  0  und  l. 
von  Cj^,  mit  ^5^  die  Länge  von  C\,  so  folgt  (§  35  |3)): 

..,  I   r  cot  inx)dx\  ^   2- St   _    16 

\J     xix  -  K)     \^=  r^Qjc    ~    Qk 
Ol 

Mit  wachsendem  ä  wird  auch  o,.  bei  festgehaltenem  ^'  unendlich 
groß,  daher  wird  der  lim  des  Integrals   =  0  und   es  folgt  aus  (6) 

fc->-oo 

und  (4): 

12)  f'^{z}  =    .TCOtTTZ 

(vgl.  A.  A.  §  66  (9))  und  daraus  weiter  durch  Differentiation: 

13)  f(z)  =  -^ 

'  '  1  sin*  71 X 

II.  Die  durch  unsere  Partialbruch  Zerlegungen  dar  gestellten  Funktionen 
sind  also  rationale  Funktionen  von  cos  n  z  und  sin  n  z. 

Setzen  wir  in  den  Gleichungen  (12)  und  (2)  für  z  erst  a  -\-  z, 
dann  a,  und  subtrahieren  dann  beide  voneinander,  so  erhalten  wir 
noch  die  gelegentlich  zu  benutzende  Formel: 

+  0O 

14)  n  fcot  71  in  +  z)  —  cot  71  al  =   ^  ( )  • 
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§  53.   Allgemeine  Sätze  über  einfach  periodische  Funktionen. 

Wir  wollen  noch  einen  allgemeiuen  Satz  über  einfach  perio- 
dische Funktionen  ableiten,  von  dem  Satz  II  des  vorigen  Para- 
graphen ein  spezieller  Fall  ist.  Wir  nehmen  wieder  an,  es  sei  durch 
Multiplikation  der  Veränderlichen  mit  einer  Konstanten  erreicht,  daB 
1  primitive  Periode  ist,  daß  wir  also  einen  Periodenstreifen  durch 
die  Linien  x  =  —  -  und  x  = -{■  ~    begrenzen   können,    und    wollen 

uns  mit  einfach  periodischen  Funktionen  f{z)  l eschäftigen,  welche 
folgende  Eigenschaften  haben: 

1.  f[z]  sei  im  Endlichen,  bis  auf  Pole,  überall  regulär. 

2.  Wenn  z  =  x  +  iy  irgendwie  nach  der  Seite  der  positiven  y 
ins  Unendliche  geht,  soll  mindestens  einer  der  beiden  Grenzwerte 
lim /'in  oder  lim  llf\z\  existieren  und  endlich  sein. 

3.  Wenn  z  =  x  -\-  iy  ebenso  nach  Seite  der  negativen  y  ins  Un- 
endliche geht,  soll  entsprechendes  stattfinden;  doch  wird  nicht  voraus- 
gesetzt, daß  lim  f\z\  =  lim  f{z\  sei. 

Setzen  wir: 
li  ^  =  e2--, 

so  wird  dadurch  (vgl.  §  42  und  49)  der  Parallelstreifen  der  r-Ebene 
konform  abgebildet  auf  die  längs  eines  Meridians  aufgeschnittene 
^-Kugel  I  abgesehen  von  den  Umgebungen  der  Punkte  l,  =  0,  ^  =  oo). 
Die  Funktion  f\z\  geht  dadurch  über  in  eine  Funktion  (f:\C.\,  welche 
folgende  Eigenschaften  hat: 

1.  Da  f\z\  periodisch  ist,  ist  die  Funktion  (f\'C\  eindeutig;  ihre 
Werte  (und  ebenso  die  ihrer  Ableitung)  auf  der  einen  Seite  des 
Schnittes  schließen  sich  stetig  an  die  auf  der  anderen  Seite  vor- 
handenen an. 

2.  Da  f\z\  im  Endlichen  bis  auf  Pole  überall  regulär  ist,  ist  ^i^i 
auf  der  ganzen  Kugel,  von  c^  =  0  und  jr=oo  abgesehen,  bis  auf 
Pole  regulär. 

3.  Läßt  man  C  auf  irgend  einem  Wege  gegen  Null  konvergieren, 
so  wird  der  entsprechende  Weg  von  z  nach  Seite  der  positiven  y 
ins  Unendliche  gehen.  Aus  der  2.  Voraussetzung  folgt  dann,  daß 
mindestens  einer  der  beiden  Grenzwerte: 

2i  limcp(Cl,       lim— TTT 

existiert,  daß  also  (§48,  I  bzw.  IIIi  (f\L,\  im  Nullpunkt  entweder 
regulär  ist  oder  einen  Pol  hat. 

12* 
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4.  Entsprechend  folgt  aus  der  3.  Voraussetzung,  daß  rf>'Z\  im 
Unendlichen  entweder  regulär  ist  oder  einen  Pol  hat. 

Es  ist  also  rf\C\  auf  ^er  ganzen  Kugel  bis  auf  Pole  regulär 
und  folglich  nach  §  44,  VI  eine  rationale  Funktion  von  ^,  d.  h.  wir 
haben  den  Satz: 

I.  Jede  periodische  Fun/äion,  die  den  Foraussetzungen  {!] — (-V' 
genügt,  ist  eine  rationale  Funktion  der  Exponentialfunktion  e-'"^. 

Aus  diesem  Satze  ergeben  sich  eine  Reihe  weiterer.  Sei  f'\z\ 
eine  solche  Funktion;  dann  kann  man  aus  den  nach  Satz  I  ge- 
bildeten Ausdrücken  von  fiz-^,  fiz.,),  f\z.^  +  z^\  mit  Hilfe  der 
Gleichung  §  40  (11 1  die  Exponentialfunktionen  eliminieren  und  be- 
hält eine  algebraische  Gleichung  zwischen  f\z^  +  z„\,  fiz^),  f\z^\ 
übrig,  mit  von  2-^  und  z^  unabhängigen  Koefäzienten.  Eine  solche 
Gleichung  nennt  man  ein  algebraisches  Additionstheorem;  man  hat 
daher  den  Satz: 

IL  Jede  Funktion  der  genannten  Art  besitzt  ein  algebraisches 
Ä  ddilionstheorem. 

Hat  man  ferner  zwei  solche  Funktionen,  so  kann  man  die 
Exponentialfunktion  eliminieren  und  findet: 

III.  Zwischen  je  zwei  solchen  Funktionen  besteht  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  z  unabhängigen  Koeffizienten. 

Insbesondere  gilt  das  von  einer  solchen  Funktion  und  ihrer 
ersten  Ableitung;  wir  können  daher  auch  sagen: 

IV.  Jede  solche  Funktion  genügt  einer  algebraischen  Differential- 
gleichung erster  Ordnungy  in  der  die  unabhängige  Fariahle  explizite 
nicht  vorkommt  — 

oder  anders  ausgedrückt: 

IVa.  Jede  solche  Funktion  ist  die  Umkehrung  des  Integrals  einer 
algebraischen  Funktion. 

Die  für  reelle  Werte  von  u  und  z  bekannten  Gleichungen 
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r    dx  . 

0 

4  u  =  \  — ,       r  =  sin  M 

0     ' 

geben  Beispiele  für  diese  Formulierung. 

Satz  III  macht  uns  mit  einer  Klasse  von  algebraischen 
Gleichungen  zwischen  zwei  Veränderlichen  z,  s  bekannt,  die  dadurch 
identisch  erfüllt  werden  können,  daü  man  z  und  s  eindeutigen  ein- 
fach   periodischen    Funktionen    einer    Hilfsveränderlichen    u    (einer 
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,,uniformisierenden  Veränderlichen",  wie  man  wohl  sagt)  gleichsetzt; 
so  wird  z.  B.  die  Gleichung: 

5l  .v2  +  r2  -  1  =  0 

identisch  erfüllt  durch: 

6i  s  =  sin  M  ,       z  =■  cos  u  . 

Man  beachte  aber,  daß  das  (wegen  Satz  I)  keine  anderen  Gleichungen 
sind,  als  diejenigen,  die  auch  schon  dadurch  identisch  erfüllt  werden 
können,  daß  man  z  und  s  rationalen  Funktionen  einer  Hilfsveränder- 
lichen gleichsetzt,  z.  B.  wird  Gleichung  (5)  auch  erfüllt  durch: 

Den  Beweis,  daß  nicht  jede  algebraische  Gleichung  zwischen  zwei 
Veränderlichen  diese  Eigenschaft  hat,  können  wir  hier  nicht  führen; 
wir  brechen  vielmehr  hier  die  Untersuchung  einwertiger  Funktionen 
einer  komplexen  Veränderlichen  ab  und  wenden  uns  der  Untersuchung 
mehrwertiger  Funktionen  zu. 


FÜNFTEE  ABSCHNITT. 


Mehrwertige  analytisciie  Funktionen  einer  komplexen 
Veränderlichen. 

§  54.    Vorbereitende  Untersuchung  der  Änderung  des  Arcus  einer 
stetig  veränderlichen  i(omplexen  Größe. 

Bevor  wir  uns  zur  Untersuchung  mehrwertiger  Funktionen  einer 
komplexen  Veränderlichen  wenden,  müssen  wir  die  bereits  §  4  be- 
gonnene Untersuchung  des  Arcus  von  z  wieder  aufnehmen,  dieser 
hängt  mehrwertig  von  einer  komplexen  Veränderlichen  ab,  ist  aber 
keine  analytische  Funktion  von  ihr.  Wir  haben  dort  gesehen,  daß 
zu  jeder  komplexen  Zahl: 
1 1  z  =  X  -{-  iy  =  r  (cos  (p  -{■  i  sin  cp) 

unendlich  viele  Werte  (p  des  Arcus  gehören,  die  alle  aus  irgend 
einem  von  ihnen  durch  Addition  und  Subtraktion  beliebiger  ganz- 
zahliger Vielfacher  von  2;r  hervorgehen.  Unter  allen  diesen  unend- 
lich vielen  Werten  wollen  wir  jetzt  einen  durch  die  folgende  will- 
kürliche Festsetzung  herausheben: 
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I.  Unter  dem  Hauptwert  des  Arcus  einer  komplexen  Zahl  ver- 
stehen wir  deiijenifien  II  <rt.  der  den   Bedingungen: 

genügt. 

Vor  allem  ist  nun  wesentlich,  daß  wir  uns  darüber  klar  werden^ 
daß  dieser  Hauptwert  zwar  im  allgemeinen,  aber  nicht  ausnahmslos 
eine  stetige  Funktion  der  reelen  Veränderlichen  x,  y  ist.  Sei  nämlich 
(aTj,  y^)  ein  Punkt,  (f^  der  zugehörige  Hauptwert  des  Arcus;  (arj  +  |, 
z/j  +  ??)  sei  ein  benachbarter  Punkt;  ein  Wert  des  Arcus  ron  x^.-^  ^ 
-\-  i{j/i  +  v)  sei  (f.,  =  ^j  +  &.  Ist  nun  cf^  nicht  =  ti  und  sind 
I II,  \tj\  hinreichend  klein,  so  wird  &  so  klein  angenommen  werden 
können,  daß  auch  rf^  noch  der  Ungleichung  (2)  genügt;  dann  ist  (p^ 
Hauptwert  und  die  Differenz  der  Hauptwerte  y,  und  r^j  wird  mit  (|^  +  tj^) 
beliebig  klein,  m.  a.  W.: 

II.  Der  Hauptwert  des  Arcus  einer  komplexen  Zahl  ist  eine  stetige 
Funktion  ihrer  Komponenten  in  jedem  Bereiche  der  Ebene,  der  von  der 
Halbachse  der  negativ  reellen  Zahlen  iiicht  getroffen  wird. 

Ist  aber  q:^^  =  n,  so  wird  (f^  +  x)-  zwar  für  kleine  negative  »'>• 
noch  der  Ungleichung  (2)  genügen,  also  Hauptwert  sein;  für  positive 
i9-  wird  aber  nicht  cp^  +  &  Hauptwert  sein,  sondern  rf^  -{-  {f  —  2n 
=  —  (p^  -{-  &.    Also  ist  Satz  II  durch  folgenden  Zusatz  zu  ergänzen: 

III.  Längs  der  Halbachse  der  negativ  reellen  Zahhn  ist  die  Stetig- 
keit des  Hauptwertes  des  Arcus  insofern  iinter brachen,  als  sein  Wert 
in  einem  Punkte  dieser  Halbachse  zuxir  übereinstimmt  mit  dem  Limes 
der  in  zu  ihm  benachbarten  Punkten  der  „oberen"  Halbebene  vor- 
handenen Tferte,  aber  um  2  7i  größer  ist  als  der  Limes  der  in  zu  ihm 
benachbarten  Punkten  der  „unteren^'  Halbebene  vorhandenen  Werte. 

Es  schließen  sich  vielmehr  diese  letzteren  Werte  stetig  an  die- 
jenigen Werte  des  Arcus  für  die  negativ  reellen  Zahlen  an,  welche 
_  _  ;7^  also  um  271  kleiner  als  der  Hauptwert   +  n  sind. 

Was  in  den  Sätzen  II  und  III  vom  Hauptwert  ausgesagt  i^t, 
überträgt  sich  sofort  auf  die  übrigen  Werte  des  Arcus.  Nennen 
wir  denjenigen  Wert,  der  um  2kn  größer  ist  als  der  Hauptwert, 
den  Wert  ä'"  Ordnung  (so  daß  der  Hauptwert  als  Wert  nullter 
Ordnung  zählt),  so  können  wir  sagen: 

IV.  Her  Jl'ert  k^"  Ordnung  des  Arcus  finer  komplexen  Zahl  z  = 
X  -j-  iy  ist  außerhalb  der  Halbachse  der  negativ  reellen  Zahlen  eine 
stetige  Funktion  von  x  und  >/:  aber  seine  Werte  in  der  unteren  Halb- 
ebene schließen  längs  dieser  Halbachse  sich  stetig  an  die  W^erte  [k  —  /y^""" 
Ordnung  an. 
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Wir  fügen  hinzu: 

V.  An  andern  Stellen  als  länt/s  dieser  Hnlhachse  kann  kein  stetiqer 
Überyang  von  dem  II  ert  A*"'"'  Ordnung  zu  dem  einer  andern,  etwa  der 
/ttn   Ordnung  stattfinde.!}. 

Denn  wenn  der  Wert  /.•">'■  Ordnung  in  z^  von  dem  Wert  ä'«"" 
Ordnung  in  dem  benachbarten  Punk  c^  sehr  wenig  verschieden  ist, 
kann  er  nicht  gleichzeitig  von  dem  um  die  endliche  Größe  (/  —  k)-27i 
verschiedenen  Wert  Z'*^""  Ordnung  in  z^  unendlich  wenig  verschieden  sein. 

(Für  r  =  0  sind  alle  Werte  des  Arcus  durchaus  unbestimmt;  der 
Nullpunkt  gehört  nicht  zum  Definitionsbereich  dor  Funktion  Arcus.) 

Wir  sehen  aus  dem  allen  —  und  das  ist  das  wesentlichste 
Ergebnis  dieser  Untersuchung  — : 

VI.  Es  ist  nicht  anders  möglich,  den  Arcus  zu  einer  stetigen 
Funktion  des  Ortes  in  der  Ebene  zu  machen,  als  wenn  man  auf  die 
Eindeutigkeit  Verzicht  leistet  und  seine  sämtlichen  Werfe  zu  einer  un- 
endlich  vieluertigen  Funktion  zusaminenfaßt. 

Sind  zwei  Punkte  z^,  z^  der  Ebene  durch  eine  gegebene  Linie 
verbunden,  so  können  wir  uns  die  Aufgabe  stellen: 

Irgend  einer  der  zu  z^^  gehörenden  Werte  des  Arcus  ist  vor- 
geschrieben; man  soll  denjenigen  zu  z^  gehörenden  Wert  desselben  be- 
stimmen, der  erhalten  icird,  wenn  man  einen  veränderlichen  Punkt  z 
die  vorgeschriebene  Linie  durchlaufen  und  seinen  Arcus,  mit  dem  vor- 
geschriebenen Anfangswert  beginnend,  sich  dabei  stetig  ändern  läßt. 

Die  bisherigen  Entwicklungen  geben  eine  Lösung  dieser  Auf- 
gabe, die  sich  am  einfachsten  ausspricht,  wenn  man  der  Halbachse 
der  negativ  reellen  Zahlen  einen  bestimmten  Richtungssinn  von  0 
nach  —  oc  zuschreibt,  so  daß  die  obere  Halbebene  (in  der  der 
Koeffizient  von  i  positiv  ist)  als  rechts,  die  untere  als  links  von  ihr 
gelegen  bezeichnet  werden  kann.     Wir  können  dann  sagen: 

VIL  Solange  der  vorgeschriebene  Weg  die  Halbachse  der  negativ 
reellen  Zahlen  nicht  überschreitet,  hat  man  immer  bei  dem  Wert  der- 
selben Ordnung  zu  bleiben;  sobald  aber  eine  solche  Überschreitung  statt- 
findet, hat  man  zur  nächst  höheren  oder  zur  nächst  niederen  Ordnung 
überzugehen,  je  nachdem  die  Überschreitung  von  rechts  nach  links  oder 
von  links  nach  rechts  geschieht. 

Besondere  Beachtung  verdient  der  Fall  dieses  Satzes,  in  welchem 
Zj   mit  z^   zusammenfällt;   wir  sprechen  ihn  in  folgender  Form  aus: 

VIIL  Durchläuft  z  einen  geschlossenen  Weg  und  ändert  sich  sein 
Arcus  dabei  stetig,  so  ist  er  nach  beendigter  Burchlaufung  um  [p  —  g)  27i 
größer  als  vorher,  icenn  der  Weg  die  Halbachse  der  negativ  reellen  Zahlen 
p-mal  von  rechts  nach  links,  q-mal  von  links  nach  rechts  überschreitet. 
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Diese  Formulieruag  ist  nun  insofern  noch  nicht  in  jeder  Hin- 
sicht zweckentsprechend,  als  sie  noch  die  Beziehung  auf  die  Halb- 
achse der  negativ  reellen  Zahlen  enthält,  die  mit  der  Aufgabe  au 
sich  gar  nichts  zu  tun  hat  und  nur  durch  unsere  willkürliche 
Definition  des  Hauptwerts  hereingekommen  ist.  Wir  können  uns 
aber  durch  einen  geometrischen  Hilfssatz  von  dieser  BezieTiung  frei 
machen.  Seien  nämlich  vom  Nullpunkt  aus  zwei  Strahlen  Z^,  X., 
ins  unendliche  gezogen,  so  begrenzen  sie  zusammen  einen  Sektor, 
den  der  eine,  in  der  Figur  Xj,  links,  der  andere,  L^  rechts  läßt.    Eine 

geschlossene  Linie  F,  der  ein  bestimmter 
Sinn  beigelegt  ist,  überschreite  Zj  in  />, 
Punkten  A  von  rechts  nach  links,  in  q^ 
Punkten  B  von  links  nach  rechts;  Xg  in 
/»2  Punkten  i>  von  rechts  nach  links,  in 
«72  Punkten  C  von  links  nach  rechts.  In 
den  Punkten  Ä  und  C  tritt  sie  in  den  Sektor 
ein,  in  den  Punkten  B  und  D  aus.    Sie  muß 


Fig.  24. 
aber  ebenso  oft  aus  dem  Sektor  aus-,  als  in  ihn  eintreten;  also  mub 


3) 


Pi  -^  92  =  P2  -^  9l 
oder:  p^  —  q^  =  jj.,  —  q., 

sein;  d.  h.  wir  haben  den  Satz; 

IX.  Die    in  Satz    IUI  auftretende  Zahl  p  —  q   hat  für  alle  vom 
JWiUpunkt  ins   Unendliche  laufenden  Strahlen  denselben  Wert. 

X.  Wir  nennen  diese  Anzahl  die  Anzahl  der  Windungen  des  Weges  F 
um  den  Nullpunkt. 

Damit  können  wir  den  Satz  VIII  folgendermaßen  formulieren: 

XI.  Durchläuft  z   einen  geschlossenen   Weg   und   ändert  sich   sein 
Arcus  dabei  stetig,   so  ist  er  nach  beendigter  iJurchlaufung  um  soviel- 
mal  2  n   größer   als  vorher,    als  die   Azahl  der  Win- 
dungen des  Weges  um   den  Nullpunkt  beträgt. 

Von  dem  in  den  Sätzen  VIII— XI  behandelten 
Spezialfall  können  wir  leicht  zum  allgemeinen  Fall 
des  Satzes  VII  wieder  aufsteigen;  denn  wir  können 
jeden  beliebigen  Wegz^,  a  z^ ,  der  von  einem  Punkte  r,, 
nach  einem  andern  Zj  führt,  ersetzen  durch: 

1.    einen    beistimmten   Weg  z^^ßz^,    z.  B.    einen 
solchen,  der  die  Halbachse  der  negativ  reellen  Zahlen  nicht  triflft; 
2.  den  geschlossenen  Weg  r,  /-?  z^  u  z^  ,  der  aus  dem  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  durchlaufenen  Weg  (l)  und  dem  gegebenen  Weg 
Zf,  «  r,   besteht.    Diese  Bemerkung  hat  übrigens  allgemeine  Gültigkeit 


Fig.  25. 
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und  bezieht  sich  nicht   bloß   auf  die  Untersuchung  des  Arcus;  wir 
können  sie  etwa  folgendermaßen  formulieren: 

XII.  Wir  {■ind  imstande  die  th.rtäiiderun(j  anzugeben,  welche  eine 
mehrwertige  Funktion  ehies  Punktes  erfährt,  loenn  dieser  Punkt  einen 
beliebigen  Weg  von  z^  nach  z^  durchläuft  und  sie  sich  stetig  dabei 
ändert,  sobald  wir  die  Wertänderung  der  Funktion  für  einen  bestimmten 
Ifeg  CO  71  Zq  nach  z^  und  für  einen  beliebigen  geschlossenen  Weg 
kennen. 

§  55.    Die  RiEMANNSche  Fläche  des  Arcus. 

Wir  können  uns  von  den  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen 
Verhältnissen  ein  anschauliches  geometrisches  Bild  machen,  wenn 
wir  die  Werte  des  Arcus  in  jedem  Punkte  der  [x  -\-  e?/)-Ebene  (den 
Nullpunkt  ausgenommen,  s.  die  Bemerkung  zu  Satz  V  des  §  54 i 
senkrecht  zu  dieser  Ebene  als  Ordinaten  auftragen;  die  Endpunkte 
dieser  Ordinalen  werden  eine  bestimmte  Fläche  erfüllen.  Wir  nennen 
die  3.  Koordinate  in  einem  Raumkoordinatensystem,  von  dem  zwei 
Achsen  mit  unserer  x-  und  y-Achse  zusammenfallen,  ^;  dann  können 
wir  die  Koordinaten  der  Punkte  dieser  Fläche  folgendermaßen  durch 
zwei  Parameter  ausdrücken: 
1 1  X  =  r  cos  (p  ,         y  =  ?'  sin  (p  ,         ^  =  'cp  . 

Das  sind  die  Gleichungen  einer  Schraubenfiäche;  r  ist  auf  positive 
Werte  beschränkt;  unsere  Fläche  wirddaher  von  jeder  Ebene  ^  =  const 
in  einer  Halbgeraden  geschnitten. 

Auf  dieser  Fläche  ist  nun  der  Arcus  q>  in  der  Tat  eine  ein- 
uertige  Funktion  des  Ortes,  insofern  jedem  ihrer  Punkte  ein  und  nur 
ein  Wert  von  cp  ^  ^  zugehört.  Auch  entspricht  einem  stetigen 
schreiten   auf  der  Fläche  eine  stetige  Änderung  des  Arcus. 

Wir  entwickeln  nun  diese  Vorstellungsweise  noch  einen  Schritt 
weiter.  Schon  im  II.  Abschnitt  (§  13)  haben  wir  als  Träger  der 
komplexen  Veränderlichen  neben  der  Ebene  die  Kugel  eingeführt;  wir 
können  ebensogut  unsere  Schraubenfiäche  benutzen.  Wir  brauchen 
dazu  nur  jedem  Punkte  der  Schraubenfiäche  denselben  komjolexen 
Wert  z  zuzuordnen,  wie  seiner  senkrechten  •  Projektion  auf  die 
.ry-EbenC;  so  daß  also  hier  jeder  komplexe  Wert  z  nicht  wie  in 
den  früheren  Beispielen  einem  bestimmten  Punkt  der  Fläche,  sondern 
unendlich  vielen  (senkrecht  übereinanderliegenden)  zugeordnet  ist. 
Wir  können  dann  jede  Funktion  von  x  und  y,  sei  sie  nun  ein-  oder 
mehrdeutig,  auch  als  Funktion  des  Ortes  auf  der  Schraubenfläche 
betrachten,    indem   wir  die  zu  je  einem  bestimmten  z  gehörenden 
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Funktionswerte  irgendwie  auf  die  zu  demselben  z  gehörenden  Punkte 
der  Fläche  verteilen.  Das  Ergebnis  der  vorhergehenden  Entwicklungen 
kann  dann  so  ausgesprochen  werden: 

I.  betrachtet  man  den  Arcus  von  z  als  Funktion  des  Ortes  auf 
unsrer  Schrauhenpäcke,  so  kann  diese  Funktion  dadurch  zu  einer  gleich- 
zeitig eindeutigen  und  stetigen  gemacht  werden,  daß  man  festsetzt,  jedem 
Punkte  der  Fläche  solle  derjenige  Wert  des  Arcus  zugewiesen  icerden, 
der  seiner  Ordinate  ^  gleich  ist. 

Endlich  der  letzte  Schritt:  In  den  Formeln  (1)  ist  die  Gang- 
höhe unserer  Schraubenfläche  =  2  ,t  angenommen.  Ihre  Größe  ist 
aber  offenbar  ganz  nebensächlich;  wir  können  sie  abnehmen  lassen, 
indem  wir  die  Ordinaten  C  aller  Punkte  der  Fläche  in  gleichem  Ver- 
hältnis verkleinern.  Wir  können  sie  schließlich  unendlich  klein  werden 
lassen:  dann  besteht  die  ganze  Fläche  aus  ebenen  Blättern,  die  in 
unendlicher  Anzahl  unendlich  dicht  übereinanderliegen  und  um  den 
Nullpunkt  herum  in  derselben  Weise  unter  sich  zusammenhängen,  wie 
die  Blätter  der  zuerst  betrachteten  Schraubenfläche. 

II.  Fine  solche  Fläche,  die  aus  einer  Anzahl  unter  sich  in  be- 
stimmter Weise  zusammenhängender  ebener  Blätter  besteht,  nennen  uir 
eine  ebene  Biemannsche  Fläche.  Die  hier  vorliegende  ist  unendlich 
vielblättrig  über  der  ganzen  z-Ebene  ausgebreitet.  Um  den  Nullpunkt 
herum  hängen  alle  ihre  Blätter  zusammen ;  wir  sagen :  der  Nullpunkt 
ist  für  unsere  Fläche  ein  Ver zweigung ^-punld  unendlich  hoher  Ordnung. 
Über  jedem  andern  Punkt  der  r-Ebene  verlaufen  die  Blätter  der 
Fläche  getrennt,  sind  einfach  übereinander  geschichtet. 

Wir  können  uns  dieselbe  Fläche  auch  noch  auf  eine  andere 
Art  verschaffen,  nämlich  durch  folgendes  Verfahren:  Wir  schneiden 
die  Z-Ebene  längs  der  Halbachse  der  negativ  reellen  Zahlen  von  0 
nach  —  jc  auf.  Solcher  aufgeschnittener  Exemplare  der  r-Ebene 
denken  wir  uns  unendlich  viele  und  unterscheiden  sie  durch  einen 
Index  k,  der  alle  ganzzahligen  Werte  von  —  ao  bis  +  jn  durchläuft. 
Wir  schichten  sie  alle  übereinander,  so  daß  immer  das  [k  +  1)'^ 
Blatt  über  dem  A*^"  liegt.  Endlich  verbinden  wir  immer  das  rechte 
Ufer  des  Einschnitts  im  A'«"  Blatt  mit  dem  linken  Ufer  des  Ein- 
schnitts im  [k  +  l)t«"  Blatt. 

III.  Auf  dieser  in  der  einen  oder  andern  Art  konstruierten 
Fläche  —  das  ist  das  schließliche  Ergebnis  dieser  Überlegungen  — 
können  nun  die  Werte  des  Arcus  als  eindeutige  und  stetige  Funktion 
des   ()rtes  ausgebreitet  n^erden. 

Mit  solchen  ,,Riemann  sehen  Flächen"  werden  wir  im  folgenden 
sehr    häufig   operieren,    um   uns   den   Zusammenhang  zwischen   den 
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verschiedenen  Werten  einer  mehrdeutigen  Funktion  vor  Augen  zu 
führen.  Meist  wird  es  uns  dabei  zweckmäßig  erscheinen,  uns  die 
Fläche  nicht  über  der  Ebene,  sondern  über  der  Kugel  ausgebreitet 
zu  denken,  indem  wir  die  Ebene  samt  der  über  ihr  ausgebreiteten 
Fläche  stereographisch  (§  13)  auf  die  Kugel  projizieren.  Im  vor- 
liegenden Fall  hat  das  kaum  Nutzen;  wollen  wir  es  doch  tun,  so 
müssen  wir  beachten,  daß  der  Halbachse  der  negativ  reellen  Zahlen 
auf  der  Kugel  ein  Halbmeridian  entspricht,  der  die  Punkte  0  und 
üo  verbindet.  Man  sieht,  daß  die  Blätter  um  jn  herum  ebenso  zu- 
sammenhängen, wie  um  0;  nur  sind,  wenn  man  d^e  um  0  laufenden 
Schraubenwindungen  „rechtsgewunden''  nennt,  die  um  oo  herum- 
laufenden „linksgewunden*'  zu  nennen.  Denn  eine  Linie  auf  der 
Kugel,  welche  den  Nullpunkt  in  positivem  Sinne  umkreist,  d.  h.  so, 
daß  er  stets  zur  linken  Seite  ihrer  Fortschreitungsrichtung  liegt,  hat 
gleichzeitig  den  Unendlichkeitspunkt  zu  ihrer  Rechten,  umkreist  ihn 
also  in  negativem  vSinne. 

Eine  Bemerkung  ist  noch  erforderlich,  um  Mißverständnisse  zu 
vermeiden,  die  sonst  nahe  liegen  könnten.  Wir  haben  im  Laufe 
dieses  Paragraphen  öfters  von  „Blättern^*  der  Fläche  gesprochen; 
das  knüpft  zunächst  an  die  Art  an,  wie  wir  sie  aus  der  längs  der 
Halbachse  der  negativ  reellen  Zahlen  zerschnittenen  Ebene  aufbauten ; 
also  an  die  willkürlich  festgesetzte  Definition  des  Hauptwerts  des 
Arcus.  An  der  fertigen  Fläche  ist  von  Fugen  zwischen  den  Blättern 
nichts  mehr  zu  sehen;  wir  können  sie,  wenn  wir  wollen,  durch  einen 
ganz  beliebigen  von  0  nach  er  laufenden,  durch  alle  Schichten  geführten 
Schnitt  in  Blätter  zerlegen.  Die  Ausdrucksweise:  „zwei  Fimkte  des- 
selben  Blattes^'  hat  daher  immer  nur  rücksichtlich  einer  vorher  fest  geioählten 
Zerschneidunc/  eine  bestimmte  Bedeutung.    (Vgl.  den  Schluß  von  §  59.) 

§  56.    Der  Logarithmus. 

Der  Wert  des  Integrals 


!^ 


ist  innerhalb  jedes  einfach  zusammenhängenden  Bereichs,  der  den 
Einheitspunkt,  aber  weder  den  Null-  noch  den  Unendlichkeitspunkt 
in  seinem  Innern  enthält,  nach  §  35  eine  reguläre  Funktion  der 
oberen  Grenze,  vorausgesetzt,  daß  auch  der  Integrationsweg  ganz 
in  dem  Bereiche  verläuft. 
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Ist  z  positiv  reell  und  wird  als  Integrationsweg  die  Achse  der 
positiv  reellen  Zahlen  vorgeschrieben,  so  ist  der  Wert  des  Integrals  (1| 
bekanntlich  gleich  dem  natürlichen  Logarithmus  von  z.  Wir  wollen 
diesen  Namen  und  das  zugehörige  Funktionszeichen  auch  für  den 
Fall  eines  komplexen  z  beibehalten;  wir  definieren  demgemäß: 

I.  Unter  dem  natürlichen  Logarithmus  einer  komplexen  Zahl  z, 
log  z,  verstehen  wir  irgend  einen  der  Werte,  welche  das  Integral  {1\ 
anzunehmen  imstande  ist,  wenn  der  Integrationsweg  willkürlich  ge- 
lassen wird. 

Wir  können  die  Bestimmung  dieser  Werte  auf  die  aus  der 
elementaren  Analysen  bekannten  Funktionen  reeller  Veränderlichen 
zurückführen,  wenn  wir  uns  der  in  §  4  gelehrten  Darstellung  der 
komplexen  Zahlen  durch  absoluten  Betrag  und  Arcus  bedienen.  Zu 
diesem  Zwecke  werde: 

2)  r  =  r(cos  ^ -f  isin  9:^1, 

3 1  ^—Q  (cos  "V^  +  *  sin  \p\ 

gesetzt.  Um  zunächst  den  einfachsten  Fall  zu  behandeln,  nehmen 
wir  erst    an,    der  vorgeschriebene  Integrationsweg  bestehe   aus  dem 

Stück  der  Achse   der  reellen  Zahlen  von   1 

bis  j  z  I  und  aus  einem  die  Punkte  |  z  \  und  - 

'Vx  verbindenden  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt 

, ; , " ~  ) im  Nullpunkt  liegt  (Fig.  26).   Auf  dem  ersten 

Teil  dieses  Weges \%t  ip  =  0,  ^  =  q,  d^  =  d q, 

und   Q  durchläuft  die  Werte  von  1    bisjzj. 

Flg.  2().  Dieser  Teil  liefert  also  zu  dem  Integral  (1) 

einen  Beitrag,  der  gleich  ist  dem   auf  reellem  Wege   zwischen  den 

reellen  Grenzen  zu  nehmenden  Integral: 

4,  /^  =  Log,z|; 

1 

unter  Log \z\  ist  hier  der  in  den  Elementen  definierte  reelle  natür- 
liche Logarithmus  der  reellen  positiven  Zahl  |  ^  zu  verstehen.  Auf 
dem  zweiten  Teil  des  Integrationsweges  ist  o  konstant  =  \z\,  also: 
5 1  c?  c^  =  j  r  |(  —  sin  iC  +  ?  cos  ii'ldxp  =  i^  dxp , 

und  -ip  durchläuft  die  reellen  Werte  von  0  bis  (p.  Dieser  zweite 
Teil  liefert  also  zu  dem  Integral  einen  Beitrag  gleich  imtii  dem  auf 
reellem  Wege  zu  nehmenden  Integral: 

6)  fd  yj  =  (f. 
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Für  <p  ist  dabei,  wie  eben  aus  der  Definition  durch  das  Integral 
hervorgeht,  derjenige  Wert  des  Arcus  von  z  zu  nehmen,  welcher 
nach  §  54  erhalten  wird,  wenn  man  z,  von  |  z  \  ausgehend,  den  vor- 
geschriebenen Kreisbogen  durchhiufen  und  dabei  den  Arcus  von  0 
ausgehend  sich  stetig  ändern  läßt.  Es  kann  also  hier  jeder  Wert 
dieses  Arcus  auftreten,  wenn  man  zuläßt,  daß  der  vorgeschriebene 
Kreisbogen  mehr  als  die  ganze  Peripherie  umfaßt. 

Das  für  diese  spezielle  Art  von  Integrationswegen  gefundene 
Ergebnis  gilt  nun  ganz  allgemein.  Denn  jeder  beliebige  vor- 
geschriebene Integrationsweg  von  1  nach  z  läßt  sich  ohne  Über- 
schreitung des  Null-  oder  des  Unendlichkeitspunktes  so  deformieren, 
daß  er  sich  auf  einen  Weg  der  betrachteten  Art  reduziert.  Damit 
ergibt  sich  aus  §  35,  V.  daß  die  gefundenen  Werte  bereits  die  Ge- 
samtheit der  durch  d^'e  Definition  I  gegebenen  Werte  von  \ogz  vor- 
stellen; und  wir  können  das  Ergebnis  der  Untersuchung  vollständig 
so  aussprechen: 

II.  Die  Gesamtheit  der  fFerte  des  Logarithmus  der  komplexen 
Zahl  z  =  re'*'  wird  durch  die  Formel: 

7)  logr  =  Logr  -{-  icp 

gegeben,  wenn  in  ihr  unter  Logr  der  reelle  Logarithmus  des  abso- 
luten Betrags  von  z,  unter  (f>  ein  beliebiger  TFert  ihres  Arcus  ver- 
standen tcird. 

m.  Der  Logarithmus  einer  komplexen  Veränderlichen,  icie  er 
durch  {1)  definiert  ist,  ist  also  eine  unendlich  vieldeutige  Funktion, 
deren  sämtliche  Werte  aus  irgend  einem  von  ihnen  durch  Addition  be- 
liebiger ganzzahliger  Vielfacher  von  2  ■:t  i  hervorgehen.  Die  Punkte  z  =  0 
und  z  =GO,  an  denen  log z  nicht  definiert  ist,  sind  „singulare^'  für 
diese  Funktion  tind  zwar  „Verztveigungsstellen^'  unendlich  hoher 
Quotienten. 

IV.  JSimmt  man  den  Uaupticert  des  Arcus,  so  erhält  man  einen 
bestimmten  „Zweig''  dieser  unendlich  vieldeutigen  Funktion;  man  nennt 
ihn  den  Hauptwert  des  Logarithmus, 

Eine  positive  reelle  Zahl  kann  als  spezieller  Wert  einer  kom- 
plexen Veränderlichen  angesehen  werden.  Als  solche  hat  sie  dann 
auch  unendlich  viele  Logarithmen  in  dem  hier  definierten  Sinne; 
von  ihnen  ist  der  Hauptwert  identisch  mit  ihrem  in  den  Elementen 
definierten  reellen  Logarithmus,  die  andern  haben  imaginäre  Be- 
standteile, die  gerade  Vielfache  von  %i  sind.  Die  imaginären  Be- 
standteile der  Logarithmen  negativ  reeller  Größen  sind  ungerade 
Vielfache  von  n  i. 
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V.  fFill  man  den  Logarithmus  zu  einer  eindeutigen  Funktion  de.f 
Ortes  machen,  so  muß  man  seiner  Betrachtvmj  die  im  vorigen  Para- 
graphen eingefüJirte  liie  mann  sehe  Fläche  zugrunde  legen. 

Wir  müssen  nunmehr  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  so 
definierten  Funktion  Logarithmus  kennen  lernen.  Zunächst:  Jeder 
ihrer  Zweige  ist  (nach  35)  in  jedem  ganz  im  Endlichen  liegen- 
den, einfach  zusammenhängenden,  den  Nullpunkt  nicht  enthaltenden 
Gebiete  regulär,  kann  also  in  der  Umgebung  jedes  von  0  und  oo 
verschiedenen  Wertes  nach  der  Taylor  sehen  Reihe  entwickelt 
werden.  Die  Koeffizienten  dieser  Entwicklungen  lassen  sich  durch 
sukzessive  üifferentiation  aus  der  Definitionsgleichung  il)  bestimmen; 
man  findet  nämlich  wie  für  reelle  z: 

8) 

Besonders  bemerkenswert  ist 

VI.  die   Entwicklung    des  Hauptiverts   nach  Potenzen   von    z  —  1: 

9,     log.  =  (.- II -i^-L''+ii^-i>l-ii^-i>^ +-+.... 

Der  elementare  Logarithmus  einer  positiven  reellen  Zahl  liat 
ferner  die  fundamentale  Eigenschaft,  daß: 

10)  log^r2)  =  logrj  +  logrg 

ist.  Um  zu  untersuchen,  ob  und  in  welchem  Sinne  diese  Eigen- 
schaft auch  für  die  hier  mit  dem  Namen  Logarithmus  bezeichnete 
„unendlich  vieldeutige  Funktion^  einer  komplexen  Veränderlichen" 
bestehen  bleibt,  gehen  wir  davon  aus,  daß  jeder  vorgeschriebene 
Weg  von  1  nach  r^  z^  so  deformiert  werden  kann,  daß  er  durch 
den  Punkt  z,    hindurchführt,  ohne  daß  dabei  der  Wert  des  Integrals 

11)  /4>  =  logu-,r..i 


/f  = 


sich  ändert.     Wir  können  also  jeden  Wert  dieses  Integrals  auch  in 
Gestalt  der  Summe: 

12,  J^+J^ 

schreiben,    wenn  wir    die    beiden  Integrationswege    passend  wählen. 

'  Dieser  Ausdruck  mag  hier  gestattet  sein,  wenn  wir  Huch  erst  später 
allgemein  definieren,  was  wir  unter  einer  Funktion  und  im  besonderen  unter 
einer  mehrdeutigen  Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen  verstehen. 
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Der  erste  Summand  dieser  Summe  ist  ein  Wert  von  logr^;  in  den 
zweiten  führen  wir  durch  die  Substitution: 

13)  -=z^n 

■eine  neue  Tntegrationsveränderliche  i]  ein.  Wir  haben  diese  Sub- 
stitution in  §  9  eingehend  untersucht;  sie  ist  in  der  ganzen  Ebene 
umkehrbar  eindeutig.  Dem  vorher  in  der  ^'-Ebene  festgelegten  Weg 
von  Cj  nach  z^  z^  entspricht  also  in  der  »/-Ebene  Punkt  für  Punkt 
ein  ganz  bestimmter  Weg  von  ?/  =  1  nach  ;;  =  c, ,  so  daß  wir  den 
zweiten  Summanden  von  (12)  ersetzen  dürfen  durch: 

/  — ^  =  einem  Wert  von  log  z^ . 

i 

Damit  ist  die  Gültigkeit  von  (lOl  für  komplexe  c^,  z.^  zunächst  in 
dem  Sinne  bewiesen:  w'enn  irgend  ein  Wert  der  linken  Seite  gegeben 
ist,  können  wir  die  Werte  der  Logarithmen  auf  der  rechten  Seite 
stets  so  wählen,  daß  die  Gleichung  zustande  kommt.  Wir  können 
sogar  den  Wert  des  einen  der  beiden  Logarithmen  rechts  noch 
ganz  willkürlich  wählen  und  den  andern  dann  immer  noch  so  dazu 
bestimmen,  daß  die  Gleichung  richtig  bleibt.  Denn  wenn  ein  Weg 
von  z^  z.^  nach  1  und  einer  von  1  nach  z^  vorgeschrieben  sind,  kann 
man  immer  noch  einen  Weg  von  z^  nach  z^  r,  dazu  so  angeben, 
daß  alle  drei  Wege  zusammen  eine  geschlossene  Kurve  bilden,  die 
den  Nullpunkt  nullmal  umwindet  (§  54,  X). 

Umgekehrt  ist  aber  auch  jeder  Wert  der  rechten  Seite  von  (lOi 
gleich  einem  Werte  der  linken  Seite.  Denn  wenn  zwei  willkürliche 
Wege  von  1  nach  z^  und  von  1  nach  r.,  gegeben  sind,  können  wir 
dem  letzteren  durch  die  Substitution  (13)  einen  bestimmten  Weg 
von  Cj  nach  z^  z.^  zuordnen  und  diesen  mit  dem  erste^-en  zu  einem 
Weg  von  1  nach  Tj  "2   zusammenfassen.    Wir  können  deshalb  sagen: 

VIL  Die  Gleichung  {10)  besteht  für  komplexe  z^,  z^  in  dem  Sinne, 
daß  jeder  Wert  der  rechten  Seite  einem  Wert  der  linken  Seite  gleich 
ist  und  umgekehrt,  daß  also  die  Gesamtheit  der  Werte  beider  Seiten 
übereinstimmt. 

Wir  hätten  diesen  Satz,  sobald  einmal  die  Gleichheit  irgend- 
welcher Werte  beider  Seiten  festgestellt  ist^  auch  daraus  ableiten 
können,  daß  beide  Seiten  den  gleichen  Grad  von  Vieldeutigkeit 
besitzen,  indem  beiderseits  der  Übergang  von  einem  Werte  zu 
behebigen  andern  durch  Addition  irgendwelcher  ganzzahligen  Viel- 
fachen von  2  TT  i  geschieht.  Das  eingeschlagene  Verfahren  zeigt 
darüber    hinaus    noch,    wie    man,    wenn    zwei   Integrationswege    ge- 
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geben  sind,  den  dritten  zu  wählen  hat,  damit  die  Gleichung 
richtig  wird. 

Bei  andern  Gleichungen  zwischen  mehrwertigen  Funktionen 
können  die  Dinge  ganz  anders  liegen.  Setzen  wir  z.  B.  in  Glei- 
chung (lOi  r^  =  ^2  =  z,  so  können  wir  noch  vorschreiben,  daß  auch 
die  beiden  Wege  auf  der  rechten  Seite  zusammenfallen  (oder  wenig- 
stens den  Nullpunkt  gleich  oft  umwinden)  sollen,  und  es  geht  dann 
aus  dem  ersten  Beweise  von  Satz  VII  hervor,  daß  in  der  ent- 
stehenden Gleichung: 

141  \og[z^']  =  2\ogz 

jeder  Wert  der  rechten  Seite  einem  Werte  der  linken  Seite  gleich 
ist.  Aber  die  linke  Seite  von  il4)  ist  bis  auf  ganzzahlige  Vielfache 
von  2%%,  die  rechte  nur  bis  auf  solche  Vielfache  von  4  71?  un- 
bestimmt.    Wir  finden  somit: 

VIII.  In  Gleichung  [14)  ist  zivar  jeder  trert  der  rechten  Seite 
einem  Wert  der  linken  Seite  gleicfi,  aber  die  linke  Seite  kann  außerdem 
noch  die   Werte  von  2 log z  -\-  2  ni  haben. 

Übrigens  sei  noch  ausdrücklich  hervorgehoben:  Wollte  man  in 
den  Gleichungen  (10|  und  (141  für  alle  Logarithmen  ihre  Hauptwerte 
setzen,  so  würde  man  nicht  in  allen  Fällen  richtige  Gleichungen 
erhalten,    wie    einfache  Beispiele    zeigen.     (Man    setze    etwa  in  (141 

S.Tl 

z  =  e'^.) 

Ist  die  Funktion  f{z)  in  einem  Bereiche  B  regulär  und  von 
Null  verschieden,  so  ist  daselbst  auch  jeder  Zweig  der  Funktion 
log f{z)  regulär,  da  ja  für  alle  z  von  B  ein  endlicher  Differential- 
quotient 

dlogfiz)  ^  n^ 

d%  fi-^) 

existiert  is.  §  38,  XI).    Nun  ist  aber  nach  (7)  der  ßealteil  von  log/"iri 

9l(logA^))=Log|/'(z)  . 

Nach  §  36,  III  gibt  es  in  B  keinen  Punkt,  in  dem  di  (log/\zi) 
einen  Maximalwert  annehmen  würde;  da  für  positive  /•  die  reelle 
Funktion  Logr  mit  r  wächst,  nimmt  also  in  £  auch  der  absolute 
Betrag  \f\z]\  keinen  Maximalwert  an.  Von  der  Voraussetzung: 
/■(z)  4=  0  in  ^  kann  man  sich  hinterher  befreien,  da  man  etwa  vor- 
handene Nullstellen  mit  kleinen  Kreisgebieteu  umgeben  und  diese 
Gebiete  von  B  wegnehmen  könnte.  Betrachtet  man  neben  f\:\  noch 
die  Funktion  (/'(z))~\  so  kann  mau  das  erhaltene  Ergebnis  in  der 
folgenden  allgemeinen  Fassung  aussprechen: 
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Ist  die  Funktion  f{z)  in  einem  abgeschlossenen  Bereiche  B'  regulär, 
.90  nimmt  der  absolute  Betrag  \f[z)\    seinen  größten   und  falls  f\z)  in 
B'  nirgends  Atdl  ist,    auch  seinen  kleinsten    Wert  auf  dem  Rande  von 
B'  an.     (Ist  f[z]   in  Punkten  von  B'   gleich  Null,    so   nimmt  \f\z\ 
selbstverständlich  in  diesen  seinen  Minimalwert  0  an.) 

§  57.   Die  durch  den  Logarithmus  vermittelte  konforme  Abbildung. 

Wir    wenden    uns    nunmehr    zur  Untersuchung    der    durch    die 
Funktion: 

1 )     '  10  —  log  c 

vermittelten  konformen  Abbildung  der  2:-Ebene  auf  die  ««-Ebene; 
dabei  fassen  wir  zunächst  den  Hauptwert  ins  Auge.  Aus  der  Theorie 
des  reellen  Logarithmus  einer  reellen  positiven  Zahl  \z\  ist  bekannt, 
daßLoglr]  beständig  wachsend  alle  reellen  Zahlwerte  von  —  oo  bis 
+  00  durchläuft,  wenn  |  z  I  von  0  bis  oo  wächst.  Ferner  wächst  (f 
beständig  von  —  :i  bis  +  tc,  wenn  x  einen  Kreis  um  den  Nullpunkt 
von  seinem  Schnittpunkt  mit  der  negativen  .r-Achse  ausgehend  und 
dahin  zurückkehrend,  in  positivem  Sinne  beschreibt.  Da  nun  ein 
Kreis  um  den  Nullpunkt  und  ein  vom  Nullpunkt  ausgehender  Radius- 
vektor sich  nur  in  einem  Punkte  schneiden,  so  folgt: 

I.  Der  Hauptwert 

2]  xc  =  u  -\-  iv 

des  Logarithmus  nimmt  jeden  endlichen   komplexen   Wert,   dessen  ima- 
ginärer Bestandteil  v  den    Ungleichungen: 
3)  —  %  <c.  v^:i 

genügt,  in  einem  und  nur  in  einem  Punkt  der  Ebene  an. 
Das  heißt  aber,  geometrisch  ausgedrückt: 

II.  Durch  den  Hauptwert  des  Logarithmus  wird  die  längs  der 
Halbachse  der  negativ  reellen  Zahlen  aufgeschnittene  z-Ebene  konform 
abgebildet  auf  den  von  den  Geraden  v=  —  7t  und  v=-\-%  begrenzten 
Parallelstreifen  der  w- Ebene. 

Den  vom  Nullpunkt  ausgehenden  Halbstrahlen  der  2-Ebene 
entsprechen  dabei  die  Parallelen  zur  ?>Achse,  den  zum  Nullpunkt 
konzentrischen  Kreisen  der  2:-Ebene  die  Parallelen  zur  ü-Achse. 

Geht  man  vom  Hauptwert  des  Logarithmus  zu  seinen  übrigen 
Werten  über,  so  findet  man: 

III.  Der  k^^  Wert  des  Logarithmus  bildet  die  längs  der  Halbachse 
der  negativ  reellen  Zahlen  aufgeschnittene  z-Ebene  auf  den  von  den 
Parallelen : 

v=^]^k-\)n,       ü  =  (2A  +  l)7r 
begrenzten  Streifen  der  w~Ebene  ab. 

BdRkhärdt,  Funktionen.    1.  2.    Fünfte  Aufl.  l-^ 
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Die  Bilder  der  z- Ebene,  welche  vermittelst  der  verschiedenen 
Zweige  der  Funktion  Logarithmus  in  der  tü-Ebene  entworfen  werden, 
legen  sich  demnach  in  dieser  glatt  nebeneinander  und  bedecken 
schließlich  die  ganze  uj-Ebene  einfach  und  lückenlos.    Daraus  folgt: 

IV.  Es  gibt  stets  einen  und  nur  einen  (endlichen  und  von  Null 
verschiedenen)  Wert  z,  für  welchen  einer  der  Werte  von  log  z  gleich 
einer  beliebig  vorgegebenen  endlichen  komplexen  Zahl  w  ist. 

Stellen  wir  uns  also  die  Aufgabe  ,,den  Logarithmus  umzukehren", 
d.  h.  betrachten  wir  z  als  Funktion  von  w,  so  sehen  wir,  daß  z  eine 
in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  Funktion  von  ?/'  ist,  die  überall 
eine  bestimmte  erste  Ableitung 

dx    1  .  f^ "' 

^  die  '  d X 

besitzt,  die   für  jedes  endliche  w  endlich  und  von  Null  verschieden 

ist.    Der  Wert  r  =  0  entspricht  nämlich  keinem  endlichen  Werte  w. 

Wir  können  also  sagen: 

V.  Die  Umhehrung  des  Logarithmus  ist  eine  eindeutige,  im  End- 
lichen reguläre,  also  eine  ganze  transzendente^  Funktion. 

Wenn    wir    das  erst  wissen,  können  wir  uns  zur  Bestimmung  : 
der  Koeffizienten  dieser  Reihe  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffi- 
zienten bedienen,  indem  wir: 

oo 

71  =  0 

in  die  Differentialgleichung  (4)  einsetzen.  Wir  erhalten  daraus  die 
.Rekursionsformel  für  die  A^: 

und  da  ^^  =  1  sein  muß  (denn  c  =  1 ,  w  =  0  sind  ein  Paar  zu- 
sammengehöriger Werte),  so  gestattet  diese,  die  J^  nacheinander 
zu  berechnen.     Wir  erhalten  so: 

oo 

.=  1+^-,       n,.W.: 

71=1 

VI.  Die  Umkehrung  des  Logarithmus  ist  die  uns  aus  ^  40  be- 
kannte Exponentialfunktion. 

Man  kann  dieses  Ergebnis  noch  auf  manche  andere  Art  er- 
halten, z.  B.  durch  Umkehrung  der  Reihe  §  56,  (9)  im  Sinne  von 
§46a,  S.  117. 

'  Eine  ganze  rationale  Funktion  kommt  nicht  in  Frage,  da  die  Umkehrung 
einer  solchen  endlichvieldeutig  ist,  wie  aus  dem  Fundamentalsatz  der  Algebra 
(§  46,  IX)  folgt,  während   der  Logarithmus  unendlichvieldeutig  ist. 
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§  57a.    Die  Funktion  Arcus  Tangens. 

Wir  wollen  nun  in  das  Integral: 

z 
1)  \0gZ=J^, 

1 

durch  das  wir  in  §  56  die  Funktion  Logarithmus  auch  für  komplexe  z 
definiert  haben,   durch  die  bereits  in  §  15  untersuchte  Substitution 

ox  -       i  +  iZ  ^       .  1  -  ;  , ;-         2idZ 


1  -  z  Z  '  1  +  ?  '  ^        {\  -iZf 

eine  neue  Integrationsveränderliche  einführen.  Die  neue  obere 
Grenze  Z  hängt  mit  der  alten  z  durch  dieselbe  Gleichung  zusammen, 
wie  die  neue  Integrationsveränderliche  mit  der  alten,  es  ist  also: 

Q^  i  +iZ         y      .  i  -  X 


iZ 
Eine  einfache  Rechnung  zeigt,  daß  das  Integral  (1)  dabei  in 


,.  n  .  c    dZ         ,      1  +  i 


übergeht.  Wir  müssen  aber  überhaupt,  und  so  auch  hier,  wenn  wir 
ein  Integral  zwischen  komplexen  Grenzen  durch  Einführung  einer 
neuen  Integrationsveränderlichen  transformieren  wollen,  nicht  nur 
dafür  sorgen,  daß  die  beiderseitigen  Grenzen  einander  entsprechen, 
sondern  auch  dafür,  daß  gleiches  auch  für  die  Integrationswege  gilt, 
wenigstens  sobald  wir  mit  einem  Integral  zu  tun  haben,  das  nicht 
vollständig  unabhängig  vom  Weg  ist.  Der  Logarithmus  hatte,  je 
nach  der  Wahl  des  Integrationsweges,  unendlich  viele  Werte;  unter 
diesen  hatten  wir  willkürlich  einen  als  Hauptwert  ausgezeichnet. 
Wir  werden  die  bei  dem  neuen  Integral  in  Betracht  kommenden 
Verhältnisse  am  besten  überblicken,  wenn  wir  unser  Augenmerk 
zunächst  auf  den  Hauptwert  richten.  Um  ihn  für  den  Arcus  und 
damit  nachher  auch  für  den  Logarithmus  zu  definieren,  hatten  wir 
in  §  54  einen  Schnitt  längs  der  Halbachse  der  negativ  reellen  z  ge- 
zogen und  dann  dem  Integrationsweg  verboten,  diesen  Schnitt  zu 
überschreiten;  wir  müssen  also  vor  allem  zusehen,  welche  Linie  der 
i^-Ebene  diesem  Schnitt  der  r-P^bene  entspricht.  Aus  den  Über- 
legungen von  §  14  und  15  wissen  wir  schon,  daß  einer  Geraden 
der  r-Ebene  ein  Kreis  oder  wieder  eine  Gerade  der  ^-Ebene  ent- 
spricht; da  ein  Kreis  durch  drei  seiner  Punkte  vollständig  bestimmt 

13* 
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ist,  80  wird  nur  noch  erforderlich  sein,  zu  drei  Punkten  unseres 
Schnittes  die  entsprechenden  Punkte  der  ^-Ebene  aufzusuchen.  Wie 
in  §  15,  S.  45  erkennt  man,  daß  den  Werten 

2  =  0  -  1  00 

die  Werte  Z  =  i  oo  —  i 

entsprechen;  das  Bild  des  Schnittes  in  der  2^-Ebene  ist  also  das- 
jenige Stück  der  Achse  der  rein  imaginären  Z,  das  von  Z  ■=  -\-  i 
über  00  nach  Z  =  ~i  verläuft.  Wir  erhalten  demnach  den  Haupt- 
wert des  Logarithmus  auf  der  rechten  Seite  von  (4),  wenn  wir  den 
Integrationsweg  für  das  Integral  (4)  so  wählen,  daß  er  dieses  Stück 
nicht  überschreitet.  Die  übrigen  Werte  des  Logarithmus  gehen 
dann  aus  dem  so  bestimmten  Hauptwert  durch  Addition  beliebiger 
ganzzahliger  Vielfacher  von  2ni  hervor. 

Das  von  dem  Faktor  2  i  befreite  Integral  (4)  bezeichnet  man 
im  Anschluß  an  die  in  der  Theorie  der  Funktionen  einer  reellen 
Veränderlichen  übliche  ßezeichnungsweise  mit  einem  eigenen  Namen ; 
man  definiert: 

I.  Bas  Zeichen 

arc  tg  Z 

soll  auch  für  komplexe  von   +  i  verschiedene  Werte  von  Z  irgend  einen 

der   Werte  des  Integrals 

z 

dZ 


^>  /t 


+  Z* 


bedeuten,  die  man  erhält,  wenn  man  den  Integrationsweg  ganz  willkür- 
lich wählt]  nur  darf  er  natürlich  nicht  durch  einen  der  Punkte  +  i 
oder  —  i  hindurchgehen,  da  dann  das  Integral  (5)  keine  Bedeutung 
hätte.  Die  Punkte  ±  i  sind  singulare  und  zwar  Verzweigungspunkte 
unendlich  hoher  Ordnung  („lo'garithmische  Verzweigungspunkte")  der 
Funktion  arc  tg  Z: 

II.  Unter  allen  diesen  Herten  tcird  als  Hauptwert  derjenige  be- 
zeichnet, den  man  erhält,  wenn  der  Jntegrationsiceg  den  vorhin  be- 
schriebenen Schnitt  nicht  überschreitet. 

Es  gelten  dann  die  Sätze: 

III.  Ans  dem  llauptioert  der  Funktion  arc  tg  gehen  alle  übrigen 
Werte  dieser  l\inktion  durch  Addition  beliebiger  ganzzahliger  Vielfacher 
von  n  hervor. 

Ferner  (wegen  Satz  1   von  §  57): 
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IV.   Der   Uauptwert    des  Arcus  Tangens    nimmt  jeden    komplexen 
IVert  to,  dessen  reeller  Bestandteil  u  den   Ungleichungen 


_  n 


6)  __<,,^_ 

genügt,  in  einem  und  nur  in  einem  Punkte  der   Ebene  an] 
oder  geometrisch  ausgedrückt: 

V,  Durch  den  Hauptwert  der  Funktion  arc  tg  Z  wird  die  in  der 
angegebenen    Weise   aufgeschnittene  Z-Ebene   auf  den   von  den   Geraden 

begrenzten  Parallelstreifen  der  w-Ebene  konform  abgebildet. 

Dabei  entsprechen  die  Parallelen  zur  u- Achse  den  Kreisen 
durch  die  beiden  Punkte  Z  =  +  i  und  Z  =  —  i,  die  Parallelen  zur 
M-Achse  den  Kreisen,  die  jene  .  Kreise  unter  rechten  Winkeln 
schneiden:  speziell  die  m- Achse  selbst  der  A'-Achse,  die  u-Achse 
dem  Stück  der  J -Achse  von  Z  =  —  i  bis  Z  =  +  i. 

Weiter  ergibt  sich,  ebenfalls  aus  dem  entsprechenden  Satz  über 
den  Logarithmus: 

VI.  Es  gibt  stets  einen  und  nur  einen  Wert  von  Z,  für  welchen 
einer  der  Werte  von  arc  tg  Z  gleich  einer  beliebig  vorgegebenen  kom- 
plexen Zahl  w  ist. 

Daraus  folgt,  wie  in  §  57,  daß  auch  die  Umkehrung  der  Funk- 
tion IC  =  arc  tg  Z  eine  in  der  gangen  Ebene  eindeutige  Funktion 
von  tu  ist.  Sie  ist  aber  nicht  in  der  ganzen  Ebene  regulär.  Denn 
der  Hauptwert  der  Funktion  arc  tg  Z  ordnet  dem  unendlich  fernen 
Punkt  der  .^-Ebene  einen  im  Endlichen  gelegenen  Punkt  der  »«-Ebene, 
nämlich  den  Punkt  w  —  ;r/2,  zu.  Umgekehrt  entspricht  also  diesem 
Punkte  durch  die  Umkehrungsfuuktion  kein  endlicher  Wert,  sondern 
ein  unendlich  großer;  und  das  gleiche  gilt  dann  auch  von  allen 
denjenigen  Werten,  die  aus  to  =  ;r;2  durch  Addition  ganzzahliger 
Vielfacher  von  n  hervorgehen. 

Um  das  Verhalten  der  Umkehrungsfunktion  in  der  Umgebung 
eines  solchen  Punktes  zu  untersuchen,  bedienen  wir  uns  der  Reihen- 
umkehrung.     Wir  können  zunächst  setzen: 


8)  w  =  arctgZ=^+f- 


dZ 


Für  hinlänglich  große  Werte  von  Z  können  wir  unter  dem  Integral- 
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zeichen   nach  fallenden  Potenzen   von  Z  entwickeln  und  dann  inte- 
grieren; das  gibt^: 
z 
9)         ^-f=/(^-^  +  ^-+...)rfZ 

00 

Durch  ümkehrung  dieser  Entwicklung  erhalten  wir  zunächst  IjZ 
dargestellt  durch  eine  Reihe,  die  nach  Potenzen  von  iv  —  iij2  mit 
positiven  ganzzahligen  Exponenten  fortschreitet  und  mit  einem  Glied 


10)  -  («'  -  Y 

beginnt;  Reihendivision  (A.  A.  §  67)  ergibt  dann  für  Z  selbst  eine 
Entwicklung  nach  Potenzen  von  to  —  7r/2  mit  steigenden  ganzzahligen 
Exponenten,  deren  erstes  Glied 

11)  -=^ 

ist.     Wir  haben  damit  den  Satz: 

VII.  Die  Ümkehrung  der  Funktion  arctf/Zhat  den  Punkt  w=^7tJ2, 
und  ebenso  alle  Punkte 

12)  «.  =  -2^-il^ 

für  beliebige  ganzzahlige  k,  zu  einfachen  Polen]  ihr  Residuum  ist  in 
jedem  dieser  Punkte  gleich   —  1. 

Alle  diese  Eigenschaften  der  ümkehrungsfunktion  von  arc  tg  Z 
kommen  nun  auch  der  Funktion 

13)  igte  =  cotfY  —  Mj] 

zu,  wie  aus  den  in  §  52  angeführten  Eigenschaften  der  Funktion  cot 
leicht  abzuleiten  ist.  In  der  Tat  ist  bereits  in  §  53  erwähnt,  daß 
das  Integral  (5)  die  Umkehrung  dieser  Funktion  igte  vorstellt.  Es 
war  aber,  namentlich  im  Hinblick  auf  kompliziertere  Fälle,  wichtig 
uns  direkt  zu  überzeugen,  daß  wir  auch  alle  Auflösungen  der  Glei- 
chung igio  =  Z  durch  das  Integral  (5)  darstellen  können,  wenn  wir 
nur  seinen  Integrationsweg  ganz  willkürlich  lassen. 

Übrigens  sei  noch  erwähnt,  daß  die  Gleichung  (vgl.  4) 

1 4)  arc  tg  /  =  -—  log  .-—  T,       oder       log  r  =  2  i  arc  tg  -V-r-— 

'  Man  beachte,  daß  diese  Entwicklung  nicht  für  alle  Z,  für  die  sie  kon- 
vergiert, den  Ilauptwert  von  arc  tg  Z  liefert,  sondern  nur  für  solche,  deren 
reeller  Teil  positiv  ist. 


^'  58.    Die  Quadrativurzel.  199 


mit  den  Euler  sehen  Relationen  im  §  40,  II  im  Einklang  ist;  denn 
setzen  wir: 

15)  Z=^tgw, 

so  erhalten  wir: 

t  n\  1    1        l  +  i  Z  1    1        COS  w  +  i  sin  w  1    ,  .,  ■ 

16)  — T  log r^   =    -   r  log  —. =   — :   log  e  ^  ' '"  =    W  , 

wie  es  sein  muß. 

§  58.  Die  Quadratwurzel. 

In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  die  Punktion  „Quadrat- 
wurzel" mit  Hilfe  der  Funktion  Logarithmus  und  der  Exponential- 
funktion untersuchen,  als  einfachstes  Beispiel  dafür,  wie  man  eine 
zwischen  zwei  Veränderlichen  bestehenden  algebraischen  Abhängig- 
keit dadurch  untersucht,  daß  man  sie  beide  als  eindeutige  tran- 
szendente Funktionen  einer  Hilfsveränderlichen  darstellt. 

Wir  definieren  zunächst: 

I.     Unter  de?-  Quadraticnrzel  aus  einer  komplexen  Zahl  z: 

1)  .  =  l/z 

verstehen  wir  eine  komplexe  Zahl  s,  die  der   Gleichung: 

2)  s'-  =  z 

genügt. 

Für  z  =  0  ergibt  sich  ^  =  0  (§  3,  X);  ist  «  =}=  0,  so  bestimmen 
wir  eine  Hilfsgröße  t]  durch  die  Bedingung: 

3)  ^  z  =  e'i  ' 

d.  h.  wir  setzen  //  gleich  einem  der  Werte  der  uns  schon  bekannten 
Funktion  log  £ ;  dann  können  wir  folgendermaßen  auch  s  als  eindeutige 
Funktion  von  ?y  ausdrücken.  Da  die  Gleichung  (2)  bestehen  soll, 
muß  auch  jeder  Wert  des  Logarithmus  der  einen  Seite  gleich  einem 
Wert  des  Logarithmus  der  anderen  Seite  sein:  es  folgt  also: 

4)  jj  =  einem  der  Werte  von  log  [s^). 

Diese  Werte  zerfallen  aber  (§  56,  VIII)  in  zwei  Klassen:  die 
einen  sind  =  21og.v,  die  andern  unterscheiden  sich  von  diesen  um 
ungerade  Vielfache  von  2  Tri.  Es  folgt  also,  daß  jeder  Wert  von  log^ 
sich  entweder  in  der  Form: 

^+k.27ii,  k=0,      ±1,      ±2,     ... 
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oder  in  der  Form: 

±  +  l[2k+\).2ni,     Ä  =  0,     ±1,     ±2,     ... 
darstellen  lassen  muß.    Wir  können  beide  in  die  eine  Form: 

l  +  y^Tte,  k  =  0,     ±1,      ±2.     ... 

zusammenfassen  und  erhalten  so  den  Satz : 

II.  Jrird  der  gegebene  B'^ert  von  z  auf  die  Form  (3)  gebracht,  so 
muß  jeder  zugehörige  Wert  von  s  unter  der  Foryn  : 

5)  ,  =  .'-"'"■ 

enthalten  sein,  in  der  k  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Umgekehrt  folgt  aus  den  Gleichungen  (11),  (12j  von  §  40: 

III.  Wie  auch  die  ganze  Zahl  k  in  (ö)  gewählt  tverden  mag,  immer 
liefert  diese  Formel  einen  JfWt  von  s,  der  die  Gleichung  (2)  erfüllt, 
also  nach  Definition  als  ein  Wert  von  |  z  zu  bezeichnen  ist. 

"Wir  können  das  übrigens  auch  noch  anders  fassen.  Wir  haben 
oben  unter  ?/  einen  bestimmten  der  Werte  von  log  z  verstanden ;  alle 
andern  sind  in  der  Form  i]-\-2kni,  k  ganzzahlig.  enthalten.  Wir 
erhalten  also  gerade  die  Werte  (5),  wenn  wir  in: 

'  s=  e     =  e 

unter  ij  nicht  mehr'  einen  bestimmten,  sondern  einen  beliebigen  der 
Werte  von  log  z  verstehen.  Demnach  können  wir  die  Sätze  II  und 
III  auch  so  aussprechen: 

IV.  11  ir  erhalten  alle  Paare  zusammengehörender  Werte  s,  z,  welche 
die  Gleichung  (2)  befriedigen,  wenn  leir: 

V 

'  s  =  e     ,     z  =  e" 

setzen  und  7]  als  unabhängige  Variable  behandeln. 

V.  Nehmen  wir  für  log  z  in  [6)  den  Haupticert,  so  erhalten  wir 
einen  bestimmten  Wert  von  s;  wir  nennen  ihn  den  Hauptwert  der 
Quadratwurzel.  Kr  ist  dadurch  charakterisiert,  daß  sein  Arcus  xp  den 
Bedingungen: 

8)  -2.<^=-2 

genügt,  m.  a.  (f.,  der  reelle  Bestandteil  des  Hauptwei'ts  y  z  ist  nicht 
negativ;  ist  er  Null,  so  ist  der   Hauptwert  positiv  imaginär. 
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Da  wir  den  Logarithmus  als  eine  unendlich  vieldeutige  Funktion 
erkannt  haben,  so  könnte  es  nach  der  Darstellung  ^6)  zunächst 
scheinen,  als  ob  auch  die  Quadratwurzel  unendlich  vieler  Werte 
fähig  wäre.  Aber  das  ist  nicht  der  Fall.  Alle  Werte  des  Loga- 
rithmus entstehen  nämlich  aus  dem  Hauptwert  durch  Addition  von 
2  h  TT  i,  wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Ist  diese  ganze 
Zahl  gerade,  so  erhält  man  aus  (6)  denselben  Wert  a-  =  s^,  wie  wenn 
mau  den  Hauptwert  des  Logarithmus  nimmt;  ist  sie  ungerade,  so 
erhält  man  .v  =  s^  e-^'  =  —  s^ .  Es  gibt  folglich  für  die  Quadratwurzel 
außer  dem  Hauptwert  nur  noch  einen  Nebenwert;  anders  ausgedrückt: 

VI.  Zu  jedem  von  0  und  oo  r^erschiedenen  Wert  der  komplexen 
Zahl  z  f/ehören  zioei  und  nur  zwei  Werte  von  s,  welche  der  Gleichung  (2) 
(renüge  leisten. 

§59.     Die  RiEMANN  sehe  Fläche  der  Quadratwurzel. 

Infolge  des  letzten  Satzes  bedarf  es,  um  die  Quadratwurzel  zu 
einer  eindeutigen  Funktion  des  Ortes  auf  einer  Fläche  zu  machen, 
nicht  der  unendlich  vielblättrigen  Schraubenfläche  des  Logarithmus, 
sondern  es  genügt  eine  zweiblättrige  Fläche,  die  aus  zwei  Umgängen 
jener  Schraube  besteht  (Fig.  27).  Dabei  ist  zu  beachten,  daß  der 
„zweite  Wert"  des  Loga- 
rithmus (im  Sinne  der  Defi- 
nition §  54,  IV)  wieder  den 
0  *®" ,  den  Hauptwert  der 
Quadratwurzel  liefert.  Wo 
also  bei  der  Fläche  des 
Logarithmus  das  zweite 
Blatt  in  das  dritte  über- 
ging, muß  bei  der  Fläche 
der  Quadratwurzel  an  das 
zweite  Blatt  wieder  das 
erste      sich      anschließen, 

wenn  anders  jedem  stetigen  Zusammenhang  der  Fuhktionswerte  ein 
stetiger  Zusammenhang  der  Flächenteile  entsprechen  soll.  Das  kann 
man  sich  aber  im  Eaume  nicht  anders  vorstellen,  als  in  der  Weise, 
daß  man  die  Schlußkante  des  zweiten  Blattes  den  unter  ihr  liegenden 
Flächenteil  durchdringen  läßt,  damit  sie  die  wieder  unter  diesem 
liegende  Anfangskante  des  ersten  Blattes  erreichen  und  sich  mit  ihr 
verschmelzen  kann. 

Man  macht  sich  von  einer  solchen  Fläche  am  leichtesten  ein 
Bild,   wenn  man  sie  allmählich  entstehen  läßt.     Mau  denke  sich  in 


Fiff.  27. 
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der  Ebene  einen  im  Nullpunkt  beginnenden  unbegrenzten  Radius, 
der  von  einer  bestimmten  Anfangslage  (etwa  cp  =  —  tt]  aus  sich  in 
positivem  Sinne  um  den  Nullpunkt  dreht  und  durch  diese  seine 
Bewegung  eine  Fläche  beschreibt.  Wenn  er  in  die  Anfangslage 
zurückgelangt  ist,  hat  die  erzeugte  Fläche  zwei  dicht  nebeneinander 
liegende  Ränder.  Diese  sollen  aber  nun  nicht  miteinander  ver- 
schmelzen, sondern  der  vorschreitende  Rand  soll  sich  über  den  festen 
wegschieben  und  seine  drehende  Bewegung  im  selben  Sinne  wie  bisher 
weiter  fortsetzen,  wobei  sich  die  Fläche  fortwährend  ausdehnt.  Wir 
lassen  diesen  vorschreitenden  Rand  noch  einen  zweiten  Umlauf 
machen,  dann  aber  das  unter  ihm  liegende  Flächenstück  durchsetzen 
und  sich  mit  dem  noch  tiefer  liegenden  Anfangsrand  vereinigen. 

Der  Nullpunkt,  um  den  herum  die  beiden  Blätter  miteinander 
zusammenhängen,  so  daß  man  bei  seiner  Umkreisung  aus  einem 
Blatt  in  das  andere  gelangt,  heißt  ein  Verziveigangspunkt  der  Fläche 
(Vgl.  §  55,  II),  und  zwar  ein  einfacher,  oder  ein  solcher  von  der  ersten 
Ordnung.  Ebenso  ist  der  Punkt  oc  einfacher  Verzweigungspunkt. 
Die  Linie,  längs  welcher  die  beiden  Blätter  sich  durchsetzen,  heißt 
Übergangslinie. 

Avf  dieser  Fläche  ist  nun  die  Quadraticurzel  eine  eindeutige  Funktion 
des  Ortes;  jedem  ihrer  Punkte  ist  nicht  nur  ein  bestimmter  Wert 
von  z,  sondern  auch  ein  bestimmter  Wert  von  s^^z  zugewiesen. 
Dabei  ist  s  auch  eine  stetige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Fläche; 
durchläuft  ein  Punkt  einen  auf  der  Fläche  selbst  (nicht  etwa  bloß 
in  der  Projektion  auf  die  r-Ebene)  geschlossenen  Weg  in  stetigem 
Fortschreiten,  so  ändern  sich  auch  die  zugehörigen  Werte  der 
Quadratwurzel  stetig  und  der  Anfangswert  ist  gleich  dem  Endwert. 
Umgekehrt  entspricht  auch  jedem  trertepaar  (z,  s),  das  der  Gleichung 
§  58  (2)  genügt,  nur  ein  Punkt  der  Fache.  Damit  das  ausnahmslos 
gilt,  müssen  wir  noch  festsetzen:  der  Verzweigungspunkt  0  zählt  für 
einen  Punkt  der  Fläche,  entsprechend  dem  Wertepaar  z  =  0,   5  =  0. 

Es  ist  wichtig,  daß  man  sich  darüber  klar  ist,  was  an  dieser 
geometrischen  Darstellung  des  Zusammenhanges  der  Funktionswerte 
durch  die  RiEMANNsche  Fläche  wesentlich  und  was  unwesentlich  ist. 
Wesentlich  sind  die  Verzweigungspunkte  z  =  Oundz  =  or;  sie  ändern, 
hieße  von  der  Funktion  s  =  y  z  zu  einer  andern  Funktion  übergehen, 
nicht  bloß  dem  geometrischen  Bild  eine  andere  Gestalt  erteilen. 
Dagegen  ist  die  Gestalt  der  Übergangslinie  ganz  unwesentlich;  sie 
muß  nur  die  Punkte  0  und  oo  verbinden.  Daß  sie  gerade  mit  der 
Achse  der  negativ  reellen  Zahlen  zusammenfällt,  ist  nur  eine  Folge 
unserer  willkürlichen  Definition   für  den  Hauptwert  des  Arcus  und 
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des  Logarithmus.  Wir  könnten  irgend  eine  andere  willkürliche  Fest- 
setzung trelfen,  um  ein  erstes  Blatt  unserer  Fläche  zu  definieren. 
Geometrisch  wird  sich  eine  solche  Festsetzung  immer  so  formulieren: 
Man  ziehe  eine  bestimmte,  sich  nicht  durchsetzende  Linie  0  nach  co; 
alsdann  wähle  man  für  einen  bestimmten,  nicht  auf  dieser  Linie 
liegenden  Punkt  z^  einen  der  beiden  zugehörigen  Werte  von  .s-:  s^,  und 
nehme  in  jedem  andern  Punkte  z^  denjenigen  Wert  von  s,  den  man 
erhält,  wenn  man  z  von  z^  aus  einen  die  Linie  nicht  schneidenden 
Weg  beschreiben  und  dabei  .v  von  s^  aus  sich  stetig  ändern  läßt. 
Nehmen  wir  dann  zwei  solche  Blätter  und  verbinden  sie  längs  der 
Übergangslinie  kreuzweise,  so  erhalten  wir  ebenfalls  eine  Fläche,  auf 
der  '\'  z  eine  eindeutige  und  stetige  Funktion  des  Ortes  ist. 

Wollen  wir  dieser  Willkürhchkeit  der  Übergangslinie  in  unserem 
geometrischen  Bilde  Rechnung  tragen,  so  müssen  wir  uns  die  Blätter 
in  der  Heise  gegeneinander  beweglich  denken,  daß  die  Übergangslinie 
unbeschadet  des  Z^isammenhangs  verschoben  werden  kann.  Freilich 
setzt  das  voraus,  daß  der  eine  Flächenteil  sich  teilweise  durch  den 
andern  hindurchschiebt,  ohne  daß  dieser  zerreißt;  aber  wir  haben 
auch  gar  nicht  nötig,  den  Blättern  die  Eigenschaft  der  Undurch- 
dringlichkeit beizulegen,  da  sie  ja  geometrische  und  nicht  physika- 
liche  Gebilde  sind.  Überhaupt  ist  die  Übergangslinie  nur  ein  not- 
wendiges Übel;  es  findet  in  ihr  ebensowenig  ein  stetiger  Übergang 
von  einem  der  zu  demselben  r-Werte  gehörenden  Funktionswerte 
zum  andern  statt,  wie  in  andern  Stellen  der  Fläche  (mit  Ausnahme 
der  Verzweigungspunkte).  Wir  wollen,  um  dem  Rechnung  zu  tragen, 
folgendes  festsetzen  —  und  zwar  ein  für  allemal,  da  uns  ähnliche 
Verhältnisse  noch  öfter  begegnen  werden: 

.Zwischen  zwei  Flächenteilen,  die  sich  in  einer  Linie  durchsetzen, 
soll  längs  dieser  Linie  kein  Zusammenhang  angenommen  icerden;  ein 
Punkt,  der  sich  auf  einer  derartigen  Fläche  bewegt,  soll,  wenn  er  an 
eine  solche  Linie  kommt,  niemals  auf  den  anderen  Flächenteil  übergehen 
dürfen. 

§  60.    Zusammenhangsverhältnisse  dieser  Fläche. 

Man  begegnet  häufig  der  Aufgabe,  die  allgemeinen  Sätze  des 
IV.  Abschnitts  über  eindeutige  Funktionen  von  z  auf  solche  Funk- 
tionen zu  übertragen,  welche  auf  irgend  einer  anderen  Riemann  sehen 
Fläche  als  der  Ebene,  bzw.  der  Kugel  eindeutige  Funktionen  des 
Ortes  sind.  Nun  beruhten  jene  Sätze  auf  dem  ÜAUCHYschen  Integral- 
satz von  §  35,  und  dieser  wieder  auf  der  Ersetzung  eines  über  eine 
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geschlossene  Kurve  erstreckten  Integrals  durch  eine  Summe  von 
Integralen  um  hinlänglich  kleine  Flächenstücke.  Sollen  daher  jene 
Sätze  auf  irgend  eine  andere  Fläche  übertragen  werden,  so  wird 
jedesmal  vor  allem  die  Vorfrage  entschieden  werden  müssen,  ob  auch 
auf  dieser  Fläche  jede  geschlossene  Kurve  für  sich  allein  ein  Flächen- 
stück vollständig  begrenzt;  es  ist  das  nämlich,  wie  wir  sehen  werden, 
keineswegs  bei  allen  Flächen  der  Fall. 

Die  Frage  ist,  wie  man  sieht,  eine  qualitative  \  sie  hat  mit  den 
Maß  Verhältnissen  der  Fläche  nichts  zu  tun,  sondern  ist  für  alle 
Flächen  in  derselben  Weise  zu  beantworten,  die  durch  stetige  Um- 
formung (Biegung  und  Dehnung)  ohne  Zerreißung  ineinander  über- 
geführt werden  können.  Sie  gehört  also  einem  Abschnitte  der  Geometrie 
an,  den  man  als  Analysis  situs  oder  Topologie  zu  bezeichnen  pflegt, 
und  der  überhaupt  von  denjenigen  Eigenschaften  geometrischer  Ge- 
bilde handelt,  welche  allen  Gebilden  gemeinsam  sind,  die  durch 
Biegung  and  Dehnung  ohne  Zerreißung  ineinander  übergeführt  werden 
können.  Man  kann  in  ihm  noch  den  Unterschied  machen,  ob  man 
nur  solche  Umformungen  in  Betracht  ziehen  will,  bei  welchen  die 
Gebilde  auch  als  undurchdringlich  angesehen  werden,  oder  ob  man 
ihnen  die  Eigenschaft  der  Undurchdriuglichkeit  absprechen  will. 
Für  unsere  Zwecke  ist  es  nach  den  Auseinandersetzungen  des  vorigen 
Paragraphen  durchaus  erforderlich,  daß  wir  uns  auf  den  zweiten 
Standpunkt  stellen.  Dann  können  wir  unsere  Fläche  für  ]/  z,  die  wir 
uns  als  doppelt  überdeckte  Kugel  vorstellen,  folgendermaßen  in  eine 
einfach  überdeckte  Kugel  umformen: 

Wir  beginnen  damit,  daß  wir  das  innere  Blatt  immer  weiter 
durch  die  Übergangslinie  herausziehen  (Fig.  28,  a\.    Das  können  wir 


/^.^-A 
r 


D  O 


Fig.  28. 

SO  lange  fortsetzen,  bis  überhaupt  der  ganze  innere  kugelförmige 
Sack  herausgezogen  ist  [b]]  durch  weitere  Umformung  \c\  erhalten 
wir  eine  einfach  überdeckte  Kugel  \di 

Wir  können  uns  diese  Umformung  übrigens  auch  noch  etwas 
anders  zurechtlegen.  Wir  können  uns  zunächst  die  innere  Kugel 
mehr  und  mehr  abgeplattet  denken,  bis  sie  zuletzt  in  eine  doppelt 
bedeckte  ebene  Kreisscheibe  übergeht.  Dann  können  wir  uns  vor- 
stellen,   daß  wir    die    beiden  Blätter    dieser  Scheibe    durcheinander 
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durchschlagen,  so  daß  eine  Kugel  mit  einer  sackförmigen  Einstülpung 
entsteht  (Fig.  29,  b).  Lassen  wir  diese  Einstülpung  sich  immer  mehr 
ausgleichen,  so  haben  wir  schließlich  ebenfalls  eine  Kugel. 

Übrigens  brauchen  wir  die  Frage  nach  der  Möglichkeit  einer 
stetigen  Umformung  einer  Fläche  in  eine  andere  gar  nicht  in  erster 
Linie  zu  betonen.  Worauf  es  schließlich  ankommt,  damit  zwei 
Flächen  für  die  von  uns  vorzunehmenden  Untersuchungen  äquivalent, 
sind,  das  ist  nur:  die  Flächen  müssen  sich  so  aufeinander  beziehen 
lassen,  daß  jedem  Punkt  der  einen  eindeutig  ein  Punkt  der  andern 
entspricht  und  umgekehrt.  Eine  solche  Abbildi-ng  zweier  Flächen 
aufeinander  wird  aber  auch  erreicht  sein,  wenn  folgendes  Verfahren 
zum  Ziele  führt. 

Man  zerschneide  die  vorgelegte  Fläche  in  irgendwelche  Stücke, 
trage  aber  vorher  dafür  Sorge,  daß  an  den  neu  entstehenden 
Rändern  vermerkt  wird,  in  welcher  Weise  sie  zusammengehören. 
Dann  deformiere  man  jedes  der  entstandenen  Stücke  für  sich,  ohne 
Zerreißung  und  ohne  Verschmelzung  vorher  getrennter  Teile.  Hierauf 
lege  man  die  deformierten  Stücke  wieder  so  nebeneinander,  daß  sie 
mit  solchen  Teilen  ihrer  Ränder  paarweise  aneinander  stoßen,  welche 
auch  ursprünglich  zusammengehörten.  Endlich  vereinige  man  diese 
Ränder  wieder. 

In  unserem  Falle  kann  das  folgendermaßen  geschehen:  Wir 
bezeichnen  zunächst  das  rechte  (d.  h.  auf  der  Seite  der  positiven  y 
gelegene  I  Ufer  der  Übergangs- 
linie  in  jedem  Blatte  durch 
Schraffierung    (Fig.    30,    a\.      </^//////////////  ^^=     ^ 


cu 


Fig.  30. 


Dann  führen  wir  längs  der 
Ubergangslinie  einen  Schnitt 
durch  beide  Blätter,  so  er- 
scheint jedes  Blatt  als  eine 
mit  einem  Einschnitt  versehene  Kugel  oder  Ebene;  die  letztere  Vor- 
stellung ist  hier  die  bequemere.  Indem  wir  die  beiden  Ufer  des  Ein- 
schnittes um  den  Nullpunkt  nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin 
auseinanderdrehen,  pressen  wir  die  Fläche  zusammen;  wir  setzen  das 
so  lange  fort,  bis  der  Winkel  im  Nullpunkt,  der  2  tc  betrug,  auf  n 
reduziert  ist.  Ebenso  verfahren  wir  mit  dem  andern  Blatte.  Sind 
die  Blätter  beide  so  weit  umgeformt,  so  können  wir  sie  in  der 
Ebene  glatt  nebeneinander  legen;  und  zwar  tun  wir  das  so,  daß 
wir  den  glatten  Rand  jedes  Blattes  an  den  schraffierten  des  andern 
legen,  wie  es  ursprünglich  der  Fall  war.  Dabei  können  wir  auch 
dafür    noch    sorgen,    daß    gerade  solche  Punkte  der  Ränder  neben- 
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einander  zu  liegen  kommen,  die  auch  ursprünglich  nebeneinander 
lagen.  Schließlich  vereinigen  wir  diese  Ränder  wieder;  dann  haben 
wir  eine  schlichte  Ebene  bzw.  Kugel  vor  uns.   (Fig.  30,  c.i 

Wir  gelangen  also  bei  allen  diesen  Umformungsmethoden  über- 
einstimmend zu  dem  Satze: 

Die  zweiblättrige  Riemannsche  Fläche  mit  zwei  Verzweigungs- 
punkten  hat  dieselben   Zusammenhangsverhältnisse  wie  die  Kugel. 

§  60a.    Rationale  Funktionen  von  z  und  s  =  ^jz. 

Wenn  wir  irgendeine  mehrdeutige  Funktion  von  z  isie  möge 
etwa  s  heißen I  eingehender  untersuchen  wollen,  so  ist  es  zweck- 
mäßig, mit  ihr  zugleich  alle  diejenigen  Funktionen  in  Betracht  zu 
ziehen,  die  sich  rational  durch  z  und  5  ausdrücken  lassen.  Jede 
solche  Funktion  hat  in  jedem  Punkte  der  Riemann sehen  Fläche, 
auf  der  s  eindeutig  ist,  ebenfalls  nur  einen  bestimmten  Wert,  den 
man  erhält,  wenn  man  in  ihrem  Ausdruck  dem  s  gerade  denjenigen 
Wert  beilegt,  der  für  diesen  Punkt  der  Fläche  gilt. 

In  unserem  Falle  s  =  Yz' ist  nun  z  =  s^  eine  eindeutige  Funk- 
tion von  ä;  wir  können  also  jede  rationale  Funktion  von  s  und  r 
sofort  in  eine  rationale  Funktion  der  einen  Veränderlichen  s  ver- 
wandeln. Aber  wenn  zwischen  z  und  s  eine  weniger  einfache  alge- 
braische Gleichung  besteht,  so  ist  es,  wie  hier  ohne  Beweis  an- 
geführt sein  möge,  im  allgemeinen  nicht  möglich,  eine  Hilfsver- 
änderliche anzugeben,  von  der  z  und  s  beide  rational  abhängen; 
wir  wollen  daher  auch  im  vorliegenden  einfachen  Falle  von  der 
Möglichkeit  einer  solchen  Reduktion  keinen  Gebrauch  machen,  son- 
dern die  rationalen  Funktionen  von  r  und  .«  direkt  als  solche 
untersuchen. 

Wir  können  jede  solche  Funktion  auf  eine  gewisse  einfache 
Normalform  bringen.  Zunächst  können  wir  sie  als  Quotienten  zweier 
rationaler  ganzer  Funktionen  von  z  und  s  darstellen;  dann  können 
wir  im  Zähler  und  im  Nenner  alle  höheren  Potenzen  von  s  durch 
Benutzung  der  Gleichungen 

1)  s^  =  z  ,     s^  =  s  z  ,     s*  =  z'^,     s^  =  s  z'^,   .  .  . 

beseitigen  und  somit  auf  die  Form  bringen: 

in    der    die  g    rationale    ganze  Funktionen    von    z    allein    bedeuten. 
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Multipliziert  man  dann  noch  im  Zähler  und  Nenner  mit  g^ [z)  —  sg^(z), 
so  erhält  man  die  Form 

3)  9\9s-  z  y,  Ot  +  s  (g^  g^  —  y,  ff  J 
'  9s* -^9*'' 

oder  auch 

4)  r^  [z]  -{-  sr^  [z) , 

in  der  jetzt  i\  und  r,  rationale  (gebrochene)  Funktionen  von  z 
allein  bedeuten.  Auf  diese  Form  läßt  sich  also  jede  rationale  Funk- 
tion  von  z  und  unserem  s  bringen. 

Bei  diesen  Umformungen  können  möglicherweise  gemeinsame 
Nullstellen  von  Zähler  und  Neuner  beseitigt  oder  neue  solche  Null- 
stellen eingeführt  sein;  das  ist  dann  ebenso  aufzufassen  wie  in  §  20. 

Will  man  nun  ausdrücken,  daß  eine  Veränderliche  n  rationale 
Funktion  von  z  und  s  sei,  so  wird  man  schreiben: 

5i  a  =  R\z,  s\ . 

Dem  einen  der  beiden  Punkte,  die  auf  der  Riemann sehen  Fläche 
über  einem  Punkt  r  der  Ebene  liegen,  kommt  dann  der  Funktions- 
wert R\z,s\,  dem  andern  der  Funktionswert  R[z,  —  s)  zu;  wenn 
nämlich  ein  bestimmter  der  beiden  zu  dem  gegebenen  z  gehörenden 
Werte  von  ]/c"  mit  s  bezeichnet  ist.  Diese  Schreibweise  ist  etwas 
schleppend;  man  schreibt  deshalb  häufig  einfach  g  =  f[z)  und  ver- 
abredet dabei,  daß  das  Zeichen  z  stets  einen  bestimmten  Punkt 
der  Fläche  von  den  beiden,  die  zu  demselben  Wert  der  komplexen 
Veränderlichen  z  gehören,  bedeuten  soll. 

Ist  umgekehrt  eine  Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  z 
so  definiert,  daß  zu  jedem  Werte  von  z  zwei  Werte  dieser  Funktion 
gehören,  und  daß  diese  Werte  sich  so  auf  die  beiden  Blätter  unserer 
zweiblättrigen  RiEiiAXNschen  Fläche  verteilen  lassen,  daß  jedem 
Punkte  der  Fläche  nur  ein  solcher  Wert  zugehört,  und  daß  dabei 
unendlich  benachbarten  Punkten  der  Fläche  auch  unendlich  wenig 
verschiedene  Funktionswerte  zugehören,  so  nennen  wir  eine  solche 
Funktion  auf  unserer  Riemanj^  sehen  Fläche  eindeutig.  Aber  nicht 
jede  auf  unserer  Riemann sehen  Fläche  eindeutige  Funktion  ist  eine 
rationale  Funktion  von  z  und  s\  ebensowenig  wie  jede  eindeutige 
Funktion  von  z  allein  eine  rationale  Funktion  von  z  war.  Bei  den 
Funktionen  von  z  allein  hatten  wir  in  §  44  Sätze  kennen  gelernt, 
die  uns  Kriterien  dafür  angaben,  ob  eine  vorgelegte  Funktion  eine 
rationale  Funktion  von  z  ist:  wir  konnten  aus  dem  Verhalten  der 
Funktion  in  der  Umgebung  jedes  einzelnen  Punktes  auf  ihre  Natur 
im  ganzen  schließen.   Das  war  uns  gelungen  auf  Grund  der  Caücht- 
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sehen  Integralsätze;  wollen  wir  Entsprechendes  auch  für  die  Funk- 
tionen unserer  Fläche  erreichen,  so  müssen  wir  jene  ÜAUCHTschen 
Sätze  auf  Funktionen,  die  nicht  in  der  r-Ebene,  sondern  erst  auf 
unserer  Fläche  eindeutig  definiert  sind,  übertragen  (vgl.  Anfang  von  §60i. 

§  61.   Übertragung  der  CAUCHYSChen  Sätze  auf  Funktionen,  die  auf 
der  RiEMANNSChen  Fläclie  von  ]/z  eindeutig  sind. 

Wollen  wir  diese  Aufgabe  in  Angriff  nehmen,  so  müssen  wir 
uns  erst  darüber  einigen,  auf  welche  Weise  wir  Begriffe,  wie  regulär, 
Pol,  wesentlich  singulärer  Punkt,  auf  Riemann sehe  Flächen  übertragen 
wollen ;  denn  die  früheren  Definitionen  dieser  Namen  bezogen  sich 
nur  auf  Funktionen,  die  auf  der  ^--Ebene  selbst  eindeutig  waren. 

Für  ein  Gebiet^  der  Fläche,  das  keinen  Verzweigungspunkt 
und  das  nur  Punkte  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Blättern  der 
Fläche  enthält,  hat  das  gar  keine  Schwierigkeit.  Wir  dürfen  an- 
nehmen, daß  sich  jedes  solche  Gebiet  aus  endlich  vielen  Stücken 
zusammensetzen  läßt,  von  denen  jedes  ganz  in  einem  Blatte  der 
Fläche  liegt,  und  können  dann  auf  jedes  einzelne  Stück  die  früheren 
Definitionen  und  Sätze  unmittelbar  übertragen. 

Anders  verhält  es  sich  mit  der  Umgebung  eines  Verzweigungs- 
punktes:   für  den  Verzweigungspunkt   selbst   versagen    die    früheren 
Definitionen.    Aber  wir  können  z.  B.  die  Umgebung  des  Verzweigungs- 
punktes r  =  0  der  Fläche  für  ]/c  durch  die  Substitution-): 
1)  '    z  =  t^,       dz  =  2tdt 

auf  die  Umgebung  des  Nullpunktes  einer  Hilfsebene  umkehrbar  ein- 
deutig abbilden  und  alle  zu  untersuchenden  Funktionen  in  diese 
Hilfsebene  übertragen.  Es  hat  sich  dabei  als  zweckmäßig  heraus- 
gestellt, alle  Definitionen  so  zu  fassen,"  daß  sie  für  das  Bild  in  der 
Hilfsebene  auf  die  früheren  Definitionen  zurückkommen.  Demgemäß 
definieren  wir  vor  allem: 


')  Die  Begriffe  „Gebiet"  und  „Linie"    übertragen    sich    ohne  weiteres  von 
der  einfach  überdeckten  Ebene  oder  Kugel  auf  die  ßiEMANNsche  Fläche. 

2)  Da  die  Umkehrung  der  Funktion  s  =  ]  *,  durch  die  wir  unsere  Rie- 
MANNSche  Fläche  definiert  hatten,  eine  eindeutige  Funktion  von  .s  ist,  so  können 
wir  hier  s  selbst  als  Hilfsveränderliche  verwenden  und  erhalten  dann  nicht  nur 
die  Umgebung  des  Verzweigungspunktes,  sondern  die  ganze  Fläche  eindeutig 
auf  die  /-Ebene  abgebildet.  Aber  bei  komplizierteren  mehrdeutigen  Funktionen 
wird  es,  wie  schon  in  §  GOa  erwähnt,  im  allgemeinen  nicht  möglich  sein,  eine 
Hilfsveränderliche  zu  finden,  die  das  leistet;  man  wird  eich  mit  einer  Abbildung 
der  Umgebung  des  Verzweigungspunktes  begnügen  müssen  und  für  jeden  Ver- 
zweigungspunkt eine  besondere  Veränderliche  gebrauchen. 
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I.  Mne  Funktion  f{z)  von  z  soll  in  der  Umgebung  des  Fer- 
zweigungspunktes  0  ,,auf  der  Riemannschen  Fläche  (für  ]/z)  regulär"- 
heißen,  wenn  sie  durch  die  Substitution  [1)  in  eine  Funktion  (p{t)  der 
Hilfsveränderlichen  übergeführt  ivird,  die  in  der  Umgebung  des  Null- 
punktes der  t-Ebene  im   Sinne  der  früheren  Definition  regulär  ist. 

Dabei  ist  zu  beachten:  für  eine  nur  „auf  der  Fläche",  nicht 
zugleich  „in  der  r-Ebene"  reguläre  Funktion  gilt  nicht  mehr,  daß 
sie  überall  eine  bestimmte  endliche  Ableitung  nach  z  hat.  Das  zeigt 
schon  das  Beispiel  der  Funktion  «  =  j/r  selbst,  die  in  keiner  Um- 
gebung der  Stelle  z  =  0  eindeutig  ist,  und  deren  Ableitung: 


für  z  =  0  nicht  mehr  endlich  ist.  Die  Verzweigungsstelle  z  =  0  ist 
also  als  singulare  der  Funktion  ^z  anzusehen,  wenn  wir  auch  nach 
Definition  I  sagen,  daß  diese  Funktion  sich  an  dieser  Stelle  „auf 
ihrer  Eiemann  sehen  Fläche"  regulär  verhält. 

Erhalten  wir  ferner  bei  Vornahme  der  Substitution  (1)  eine 
Funktion  von  t,  die  in  allen  Punkten  einer  gewissen  Umgebung  des 
Nullpunktes,  diesen  selbst  ausgenommen,  regulär  ist,  so  definieren  wir: 

II.  Je  nachdem  diese  Funktion  von  t  im  Nullpunkt  einen  Fol 
(außerwesentlich  singulären  Funkt)  oder  einen  icesentlich  singulären  Funkt 
aufweist,  sagen  wir  auch,  der  Verzweigungspunkt  sei  für  die  vorgelegte 
Funktion  ein  Fol  oder  ein  wesentlich  singulärer  Funkt. 

Dabei  empfiehlt  es  sich  noch  zu  verabreden: 

III.  Im  Falle  eines  Foles  im  Verzxceigungspunkt  soll  die  Ordnung 
des  Unendlichwerdens  der  Funktion  an  t,  nicht  an  z  gemessen  werden, 
so  daß  also  z.  B.  der  Funktion  l/z,  wenn  sie  als  Funktion  der 
Fläche  betrachtet  wird,  im  Nullpunkt  ein  Pol  zweiter  Ordnung  zu- 
geschrieben wird. 

Entsprechend  wollen  wir  auch  von  einer  Funktion,  die  im  Ver- 
zweigungspunkt regulär  ist,  sagen:  sie  wird  dort  von  der  m^^^  Ord- 
nung Null,  wenn  die  Funktion,  in  die  sie  durch  die  Substitution  (1) 
übergeht,  im  Nullpunkt  von  der  m*®°  Ordnung  Null  wird.  Wir 
drücken  das  auch  wohl  so  aus: 

IV.  In  der  Umgebung  des  Verzweigungspunktes  betrachten  wir 
nicht  z  Selbst,  sondern  "j/z  als   unendlich  kleine  Größe  erster  Ordnung. 

Auf  Grrund  dieser  Festsetzungen  gilt  nun  der  Satz: 

V.  Fas  Integral 

3)  ff{z)dz 

BüRkuaKdt,  Funktiunen.    I.  2.    Fünfte  Aufl.  14 
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erstreckt  um  irgendeine  Kurve  F  auf  der  Fläche,  die  einen  Teil  33  von 
ihr  vollständig  begrenzt,  ist  gleich  Nidl,  wenn  die  Funktion  f{z)  in  33 
und  auf  F  regulär  ist. 

Denn  wenn  58  keinen  Verzweigungspunkt  in  seinem  Innern  ent- 
hält, 80  können  wir  93  in  eine  Anzahl  Stücke  zerlegen,  deren  jedes 
ganz  in  einem  Blatt  der  Fläche  verläuft.  Für  jedes  solche  Stück 
gilt  dann  der  frühere  Beweis;  und  wenn  wir  nachher  die  Stücke 
wieder  zusammenfügen,  so  fallen,  wie  in  §  29  (Fig.  15),  die  über  die 
Zerlegungslinien  erstreckten  Integrale  fort,  und  es  bleibt  nur  das 
über  die  gegebene  Kurve  genommene  Integral  übrig. 

Wenn  aber  das  Integral  über  eine  Kurve  zu  erstrecken  ist,  die 
den  Yerzweigungspunkt  im  Nullpunkt  einschließt,  so  bilden  wir  die 
Umgebung  des  Verzweigungspunktes  durch  die  Substitution  (1)  auf 
die  Umgebung  des  Nullpunktes  einer  /-Ebene  ab;  das  Integral  (3) 
geht  dabei  über  in  2J'(p\t)tdt.  Eine  Kurve,  die  diesen  Verzweigungs- 
punkt auf  der  Fläche  vollständig  umschließt,  projiziert  sich  auf  die 
z-Ebene  in  eine  Kurve,  die  dort  den  Verzweigungspunkt  zweimal 
umwindet;  diese  Linie  bildet  sich  ab  auf  eine  Kurve  der  ^Ebene, 
die  den  Nullpunkt  gerade  einmal  vollständig  umwindet;  im  Innern 
dieser  Kurve  ist  nach  Voraussetzung  die  Funktion  (f{t),  also  auch 
die  Funktion  t(f{t]  regulär;  das  Integral  in  der  /-Ebene  ist  also  Null, 
und  dieses  Eesultat  überträgt  sich  auf  das  gegebene  Integral  (3l. 

Die  Umgebung  des  im  Unendlichen  gelegenen  Verzweigungs- 
punktes können  wir  analog  mit  Hilfe  der  Substitution  z  =  t~^ 
behandeln. 

Haben  wir  endlich  mit  einem  Gebiete  zu  tun,  das  beide  Verzweiguiigs- 
punkte  in  seinem  Innern  enthält,  so  zerlegen  wir  es  in  die  Umgebungen 
der  Verzweigungspunkte  und  in  Stücke,  deren  jedes  ganz  in  einem  Blatt 
der  Fläche  liegt;  dann  gilt  der  Satz  für  alle  diese  einzelnen  Stücke, 
und  beim  Zusammenfügen  fallen  wieder  die  Integrale  über  die 
Zwischengrenzen  weg. 

Wollen  wir  weiter  vom  Caüchy  sehen  Integralsatz  zur  Cacchy- 
Tayloe sehen  Reihenentwicklung  gelangen,  so  hat  das  wieder  gar 
keine  Schwierigkeit,  solange  wir  den  Verzweigungspunkten  fern  bleiben. 
Insbesondere  wird,  wenn  a  ein  von  0  und  er  verschiedener  Wert 
ist,  die  binomische  Entwicklung: 
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konvergieren,  solange  z  innerhalb  eines  Kreises  liegt,  der  durch  den 
Verzweigungspunkt  hindurchgeht;  analytisch  ausgedrückt,  solange 
(vgl.  Fig.  31) 

5)  I  r  —  a  I  <  I  ö 

ist  (vgl.  §  65,  sowie  den  entsprechenden  Satz  für  reelle  Veränderliche, 
A.A.  §57),  und  zwar  wird  diese  Entwicklung  den  einen  oder  den 
andern  Zweig  der  Funktion  liefern,  je  nachdem  man  für  den  vor 
der  Klammer  stehenden  Faktor  ]/r/  den  einen  oder 
den  anderen  Wert  nimmt  (in  der  Klammer  stehen 
nur  eindeutige  Funktionen  von  z  selbst.)^ 

Wollten    wir  aber  weiter  die  früheren  Schlüsse 
auf  das  Integral 

^)  2^J^-^'  Fig.  31. 

genommen  um  einen  (zweimal  durchlaufenen)  Kreis  vom  Radius  r 
um  den  Verzweigungspunkt,  anwenden  und  dabei  unter  ^  einen 
Wert  verstehen,  dessen  absoluter  Betrag  kleiner  als  r  ist,  so  hätten 
wir  zu  berücksichtigen,  daß  jetzt  die  zu  integrierende  Funktion  im 
Innern  des  Bereiches,  der  von  der  Integrationskurve  begrenzt  wird, 
nicht  nur  in  einem  Punkte  unendlich  wird,  sondern  in  zweien,  nämlich 
in  den  beiden  Punkten  C^  und  ^^  der  Fläche,  die,  zu  demselben 
Werte  ^  gehörend,  übereinander  liegen.  Infolgedessen  würde  das 
Integral  —  und  die  aus  ihm  durch  Entwicklung  nach  Potenzen 
von  C.  hervorgehende  Reihe  —  weder  den  einen  noch  den  andern 
der  beiden  Werte  /"(CJ  und  /"(^g^  liefern,  die  die  Funktion  f{z)  in 
diesen  beiden  Punkten  annimmt,  sondern  ihre  Summe  f{^^)  -f  /'(^g)- 
Wollen  wir  für  die  Umgebung  des  Verzweigungspunktes  eine  Ent- 
wicklung des  einen  oder  andern  dieser  beiden  Werte  selbst  haben, 
so  müssen  wir  auch  hier  die  Substitution  (1)  vornehmen  und  dann 
nicht  das  Integral  (6),  sondern  das  Integral 

„  _J_  r  q>{t)dt 

'  2aiJt-T 

untersuchen,  unter  r  den  Wert  von  t  verstanden,  der  zu  z  =  ^  gehört. 
Wir  gewinnen  so  die  Entwicklung  von  ^{t)  nach  Potenzen  von  r 
mit  ganzzahligen  positiven  Exponenten;  drücken  wir  dann  t  durch 
^  aus  und  schreiben  für  ^  wieder  z,  so  erhalten  wir  den  Satz: 


^  Man  schließe  nur  nicht  etwa,  daß  die  Reihe  (4)  stets  den  Hauptwert 
von  X  liefern  müsse,  wenn  für  Ya  der  Hauptwert  genommen  wird;  das  ist 
nur  so  lange  der  Fall,  als  die  gerade  Verbindungslinie  von  o  und  x  die  Halb- 
achse der  negativ  reellen  Zahlen  nicht  schneidet. 

14* 


^^^^^^^V^^'^^in   der    Umgehunq   des  Ferzweigungspuuktes  z^O  auf 

^■^•■^ '■ —    ■•■.•..j,g  ^^n  s  =  fz  reguläre  Funktion  läßt  sich  in 

der  Riemannschen  Fläi-isc  w--  ..,_   j^^.j^^   entwickeln,    die  nach 

eine    für   hinlänglich   kleine   z    konvergentK  j.t-v...  .-/^„   fortschreitet, 

Potenzen  von    yz    mit  positiven  ganzzahligen  Exponeiu^,        AJJe   ganz- 
also   nach   Potenzen   von   z   selbst  mit  positiven  Exponenten,   a».  ^  StüCK 
zahlige  Fielfache  von  lj2  sind. 

Da  diese  Reihe  dadurch  entstanden  ist,  daß  man  in  der  zuerst 
erhaltenen  Reihe  t  durch  ]/r  ersetzt  hat,  so  sieht  man,  daß  in  allen 
ihren  Gliedern  dieser  Wurzelgröße  derselbe  Wert  beizulegen,  d.  h. 
daß  unter  z'"-i"-  die  m**^  Potenz  des  gewählten  Wertes  von  ]z  zu  verstehen 
ist.  Je  nachdem  man  dabei  den  einen  oder  den  andern  der  beiden 
Werte  von  ]/r  nimmt,  erhält  man  den  einen  oder  den  andern  der  beiden 
Werte  der  Funktion  in  den  Punkten,  die,  in  den  beiden  Blättern  der 
Fläche  gerade  übereinander  liegend,  demselben  Wert  von  z  zugehören. 

Was  den  Konvergenzbereich  dieser  Reihe  betrifft,  so  ist  er 
stets  durch  einen  Kreis  begrenzt;  denn  ein  Kreis  um  den  Nullpunkt 
der  f-Ebene  wird  bei  der  Substitution  (1)  in  einen  Kreis  um  den 
Nullpunkt  der  z-Ebene  abgebildet. 

In  derselben  Weise  läßt  sich  auch  der  Laurent  sehe  Satz 
(§  47)  auf  Funktionen  übertragen,  die  auf  unserer  Fläche  in  der  Um- 
gebung des  Verzweigungspunktes,  diesen  selbst  ausgenommen,  regulär 
sind.  Man  erhält  Reihen,  die  nach  Potenzen  von  ]/r  mit  positiven 
und  negativen  ganzzahligen  Exponenten  fortschreiten.  Je  nachdem 
die  Funktion  im  Verzweigungspunkt  einen  Pol  oder  einen  wesentlich 
singulären  Punkt  hat,  enthält  ihre  Entwicklung  eine  endliche  oder 
eine  unendliche  Anzahl  von  Gliedern  mit  negativen  Exponenten. 

Für  die  Umgebung  des  im  Unendlichen  gelegenen  Verzweigungs- 
punktes unserer  Fläche   gelten  ganz   entsprechende  Schlüsse.     Wir 
können  diese  Umgebung  durch  die  Substitution 
Q\  i  .  -2dt 

auf  die  Umgebung  des  Nullpunktes  einer  schlichten  Hilfsebene  ab- 
bilden; und  wir  werden  dann  auch  hier  zweckmäßigerweise  t  als 
unendlich  kleine  Größe  erster  Ordnung  ansehen,  an  der  die  Ordnung 
des  Null-  oder  Unendlichwerdens  anderer  Funktionen  gemessen  wird. 
So  wird  z  selbst  als  im  Unendlichen  unendlich  groß  von  der  zweiten 
Ordnung  anzusehen  sein. 

Auch  Satz  VIII  von  §  46a  gilt  für  jede  Kurve,  die  auf  unserer 
zweiblättrigen  Fläche  ein  Gebiet  vollständig  begrenzt,  innerhalb 
dessen  die  Funktion  u  -\-  iv  auf  der  Fläche  regulär  ist.  Wir  be- 
weisen  ferner    folgende  Verallgemeinerung  des  Satzes  VI  von  §  44. 
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Vn.  Eine,  auf  unserer  zweiblättrigen  Fläche  mit  Ausnahme  einzelner 
Pole    reguläre  Funktion  f(z)    ist   eine   rationale  Funktion   von  z  und  s. 
Zum  Beweise  betrachten  wir  die  Summe: 

WO  Cj  und  r.,  zwei  zum  nämlichen  r-Werte  gehörige  übereinander 
liegende  Punkte  der  Fläche  bedeuten.  Diese  ist  jedenfalls  auf 
unserer  Riemann sehen  Fläche  eindeutig;  wir  können  aber  darüber 
hinaus  noch  behaupten,  daß  sie  auch  auf  der  schlichten  Ebene 
eindeutig  sein  muß.  Denn  lassen  wir  z  einen  geschlossenen  Weg 
in  der  Ebene  beschreiben,  dem  auch  auf  der  Fläcue  ein  geschlossener 
Weg  entspricht,  so  kehrt  der  Punkt  z^  auf  der  Fläche  nach  z^ 
zurück  und  der  Punkt  z^  nach  r.,.  Lassen  wir  aber  den  Punkt  z 
einen  nur  in  der  Ebene,  nicht  auch  auf  der  Fläche  geschlossenen 
Weg  beschreiben,  so  kommt  z^  nicht  nach  z^  zurück,  sondern  eben 
nach  z^.  Gehen  wir  auf  demselben  Weg  mit  z^  aus,  so  müssen 
wir  nach  ^^  kommen;  denn  nach  einem  der  beiden  Punkte  z^  oder 
c,  müssen  wir  notwendig  gelangen,  und  nach  z,^  zurück  können  wir 
nicht  kommen,  wie  man  erkennt,  wenn  man  den  Weg  rückwärts 
durchläuft:  er  kann  dann  nicht  von  z.,  zugleich  nach  z^  und  nach  z^ 
führen  (falls  nicht  gerade  z^  =  r^  eine  Verzweigungsstelle,  also  im 
vorliegenden  Falle  0  oder  oo  ist). 

Die  Summe  (9)  kehrt  somit  stets  zu  ihrem  Anfangswert  zurück; 
sie  ist  also  eine  eindeutige  Funktion  von  z.  In  der  Tat  fallen  aus 
ihrer  Entwicklung  für  die  Umgebung  eines  Verzweigungspunktes  die 
Glieder  mit  ungeraden  Potenzen  von  i  heraus,  indem  diese  Glieder  in 
der  Entwicklung  von  f{z^)  gerade  die  entgegengesetzten  Koeffi- 
zienten haben,  wie  in  der  von  /'{z^). 

Setzen  wir  ferner  voraus,  daß  /(cj)  bis  auf  Pole  regulär  sei, 
so  gilt  gleiches  auch  von  f{z^),  also  auch  für  die  Summe  (9);  also 
ist  diese  Summe  dann  eine  rationale  Funktion  von  r  allein: 

Wenden  wir  dieselben  Schlüsse,  die  hier  auf  die  Funktion  f{z)  an- 
gewendet waren,  auf  das  Produkt  s f\z]  an,  so  erhalten  wir  eine 
zweite  Gleichung 

11)  ^^n^i)-^nh)  =  r,{z), 

in  der  auch  r^  [z]  eine  rationale  Funktion  von  z  allein  bedeutet. 
Aus  beiden  Gleichungen  folgt: 

12)  •     n=)  =  ^r^{z)  +  "-ff- 

Damit  ist  der  Satz  VII  bewiesen. 
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Wollen  wir  auch  den  Satz  von  den  Residuen  auf  Gebiete  unserer 
zweiblättrigen  Fläche  übertragen,  welche  Verzweigungspunkte  in  ihrem 
Innern  enthalten,  so  haben  wir  zu  beachten,  daß  f\:)dz  bei  der 
Substitution  (1)  nicht  einfach  in  q)[t)dt  übergeht, sondern  m2rf{t)tdt-^ 
und  bei  der  Substitution  (8)  in   —  2(p[t}t~^ dt.     Daraus  folgt: 

VIII.  Der  Satz  von  der  Summe  der  Besiduen  {§  45,  III)  gilt  auch 
für  Funktionen  auf  unserer  zioeibläitrigen  Fläche,  icenn  als  Residuum 
für  den  im  Endlichen  liegenden  Verzweigungspunkt  der  doppelte  Koeffi- 
zient von  t~~,  also  von  z~^,  für  den  im  Unendlichen  liegenden  der  mit 
entgegengesetztem  Forzeichen  genommene  doppelte  Koeffizient  von  t^, 
also    wieder    von  z~^,   in  der  zugehörigen  Entwicklung  angesehen  wird. 

]X.  Dagegen  treten  keine  Modifikationen  auf,  wenn  wir  die 
Sätze  IV,  V,  VI  von  §  46  auf  unsere  Fläche  übertragen  wollen;  es  ist 
nämlich  sowohl  bei  der  Substitution  (1)  als  bei  der  Substitution  (8) 
einfach : 

13)  g^dz^^dt, 

und  wir  hatten  schon  verabredet,  daß  wir  die  Ordnungszahlen  der 
Funktionen  in  den  Verzweigungspunkten  an  den  Hilfsveränderlichen 
messen  wollten. 

Insbesondere  folgt  aus  dem  letzten  der  soeben  erwähnten  Sätze, 

daß  jede  rationale  Funktion  von  z  und  |  r ,  die  nicht  identisch 
gleich  einer  Konstanten  ist,  Pole  besitzen  muß,  m.  a.  W.: 

X.,  daß  auch  der  Satz  IV  des  §  44  auf  unsere  zweiblättrige 
Fläche  übertragen  werden  kann. 


§  62.     Die  Funktionen  ]'{z  —  a)l{z  —  b)  und  |  («  —  a){i^  ~  b). 

Auf  die    in    den    letzten    Paragraphen    ausführlich    behandelte 
Funktion  j/r  läßt  sich  die  Funktion 

durch  die  umkehrbar  eindeutige  Substitution 

(j.  ,         z  —  a  b  z'  —  a 

^J  ^   =    z-b   '        ^"  -    z'  -  1 

zurückführen,  die  uns  von  den  §§  14 — 16  her  geläutig  ist.    Breiten 
wir  über  einer  r'-Kugel  die  Fläche  der  Funktion: 

3)  s  =  ^lz 

aus  und  führen  dann  diese  Kugel  samt  der  über  ihr  ausgebreiteten 
Fläche    durch    die   Substitution  (2)   in    die    r-Kugel    und    eine   über 
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dieser  zweiblättrig  ausgebreitete  Fläche  über,  so  ist  diese  letztere 
Fläche  geeignet,  den  Verlauf  und  die  Verzweigung  der  Funktion  (1) 
geometrisch  darzustellen,  da  diese  Funktion  auf  ihr  eine  eindeutige 
und  stetige  Funktion  des  Ortes  ist.  Den  Verzweigungspunkten 
z'  =  0  und  c'  =  00  der  ersteren  Fläche  entsprechen  auf  der  letzteren 
Verzweigungspunkte  bei  z  =  a  und  z  —  b\  der  Halbachse  der  negativ 
reellen  Zahlen  nach  §  14,  IV  ein  diese  beiden  Punkte  verbindender 
Kreisbogen,  der  auch  durch  den  Punkt  z  =  \[a  +  b)  (entsprechend 
;'=—!)  geht,  d.h.  die  gerade  Verbindungslinie  ab. 

Auf  der  so  konstruierten  Fläche  ist  nun  aiich  die  Funktion: 

4)  ö-  =  ]/(z-  a){z  -  b) 

eindeutig,  wie  man  erkennt,  wenn  man  sie  auf  die  Form  bringt: 

5)  G  =  {z-b)s. 

Diese  Form  zeigt,  daß  a  eine  rationale  Funktion  von  z  und  s  ist; 
umgekehrt  ist  auch: 

eine  rationale  Funktion  von  z  und  g.  Man  drückt  das  wohl  auch 
so  aus: 


I.  '\'{z  —  a)l{z  —  b)  und  ^ {z  —  d)[z  —  b)  sind  Irrationalitäten 
derselben  Klasse. 

Wir  können  natürlich  die  ßiEMANNSche  Fläche  von  g  auch 
direkt  konstruieren,  ohne  auf  s  zurückzugehen.  Zu  diesem  Zwecke 
gehen  wir  von  der  Bemerkung  aus,  dab  die  Gleichung: 


7)  v^i^2  =  y^iV^2 

in  dem  §  56,  VII  erläuterten  Sinne  eine  vollständige  Gleichung 
zwischen  mehrwertigen  Funktionen  ist,  daß  nämlich  jeder  Wert  der 
rechten  Seite  einem  Wert  der  linken  gleich  ist  und  umgekehrt:  es 
folgt  das  einfach  daraus,  daß  für  gegebene  z^,  z.,  jede  Seite  zwei 
und  nur  zwei  Werte  hat  (nicht  etwa  die  rechte  Seite  vier  Werte). 
Infolgedessen  können  wir  die  Wertänderung  von  ]'{z  —  a){z  —  b\ 
bei  stetiger  Änderung  von  z  übersehen,  wenn  wir  die  Änderung  der 
beiden  Faktoren  ]  z  —  a  und  y  z  —  h  einzeln  verfolgen.  Das  ist  aber 
einfach  die  in  den  §§  58 — 61  behandelte  Frage,  nur  daß  an  Stelle 
des  Nullpunktes  der  Punkt  a  bzw.  b  tritt:  ]/'r  — «  ändert  sein 
Zeichen,  wenn  z  den  Punkt  a  umkreist,  '\'  z  —  b ,  wenn  r  den  Punkt 
b  umkreist.  Das  Produkt  ändert  also  sein  Zeichen  oder  bleibt  un- 
geändert,   je  nachdem    die  Anzahlen    der  Umkreisungen    des  Wegs 
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von  z  um  die  beiden  Punkte  n  und  h  eine  gerade  oder  eine  un- 
gerade Summe  ergeben.  Wir  können  Wege,  für  welche  diese  An- 
zahl ungerade  ist,  verhindern,  wenn  wir  a  mit  h  durch  eine  Linie 
verbinden  und  dem  Punkt  r  verbieten,  diese  Linie  zu  überschreiten; 
denn  dann  kann  er  nur  noch  solche  W^ege  beschreiben,  welche  den 
einen  dieser  beiden  Punkte  ebenso  oft  umwinden  wie  den  andern. 
Schneiden  wir  also  die  Ebene  längs  dieser  Linie  ein,  so  ist  dadurch 
auf  der  eingeschnittenen  Ebene  ein  Zweig  der  Funktion  eindeutig 
definiert;  nehmen  wir  zwei  Exemplare  der  in  dieser  Weise  ein- 
geschnittenen Ebene  oder  Kugel  und  heften  sie  längs  des  Einschnittes 
kreuzweise  aneinander,  so  erhalten  wir  eine  ßiEMANNsche  Fläche, 
auf  der  die  zu  untersuchende  Funktion  eine  zugleich  eindeutige 
und  stetige  Funktion  des  Ortes  ist  —  genau  dieselbe  Fläche,  die 
wir  oben  auf  anderm  Wege  erhalten  haben. 

Nicht  unerwähnt  bleibe,  daß  der  Punkt  r  =  oc  kein  Verzwei- 
gungspunkt der  Fläche  ist;  umkreist  man  ihn,  so  ändert  zwar  jeder 
der  Faktoren  sein  Zeichen,  aber  eben  deswegen  ändert  die  Funktion 
selbst  das  ihrige  nicht.  Die  Entwicklung  der  Funktion  lautet  für 
die  Umgebung  des  Punktes  r  =00  im  einen  Blatte: 

S^  __/■._  ff-ffc.a  6\I-  _  _        a  +  b        a-  —  2a  b  -{-  b^ 

)       fX  —  ^  \^  -^        [-  —  j  -  ~  \-  .... 

im  andern: 

o^  (.        a  +  b    ,    ab\X.  ,    a  +  b    ,   a--2ab  +  b^ 

9)      ^  =  -.^1-^  +  .--).  =  _.+  -_  + .... 

Man  erhält  die  Koeffizienten  dieser  Reihen  entweder  nach  §39,1, 
indem  man  die  Difi"erentialquotienten  der  Funktion  (l—{a  +  b)t-t- 
abt^)^  für  /=0  bildet,  oder  indem  man  mittels  der  binomischen 
Reihe  (s.  §  65  oder  A.A.  §57)  die  Funktion  {\  -  {a  +  h)  z'^  +  ab  z-^)^ 
zuerst  nach  Potenzen  von  [(o  H-  b)z~'^  —  abz"^"]  entwickelt  und  die 
erhaltene  Reihe  dann  auf  Grund  des  Weierstrass  sehen  Doppel- 
reihensatzes (§  50)  nach  Potenzen  von  r~^  umordnet. 


§  62a.     Rationale  Funktionen  von  ~  und  a  =  \ {z  —  a){z  —  b). 

Aus  der  Gleichung  (1)  von  §  62  ergibt  sich  durch  Auflösung 
nach  z: 
1  \  -        ^  **  "~  '^ 

Es  ist  also  z  eine  rationale  Funktion  von  .«,  und  es  läßt  sich  folg- 
lich auch  hier  wie  in  §  60a  jede  rationale  Funktion  von  z  und  .«? 
auch  als  eine  rationale  Funktion  von  .<?  allein  ausdrücken.    Mit  Be- 
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rücksichtigung  der  Gleichung  (5)  von  §  62  ergibt  sich  daraus,  daß 
auch  jede  rationale  Funktion  von  n  =  ]/ {z  —  a){z  —  h)  und  z  als  rationale 
Funktion  der  einen  Veränderlichen  s  allein  angesehen  werden  kann. 
Wir  wollen  aber  doch  die  rationalen  Funktionen  von  z  und  er  auch 
direkt  untersuchen,  ohne  von  der  Möglichkeit  dieser  Reduktion,  die 
bei  komplizierteren  algebraischen  Funktionen  nicht  mehr  vorhanden 
ist,  Gebrauch  zu  machen. 

Wie  in  §  60  a  können  wir  jede  rationale  Funktion  von  z  und  a 
zunächst  auf  die  Form  bringen: 

2)  R[z,a)=^~^^l^'-^; 

dabei  bedeuten  p^,  g^,  g^  rationale  ganze  Funktionen  von  z  allein, 
von  denen  wir  annehmen  dürfen,  daß  sie  keinen  allen  dreien  ge- 
meinsamen Teiler  besitzen. 

Wir  wollen  zusehen,  wie  sich  eine  solche  Funktion  in  der  Um- 
gebung irgend  eines  Punktes  der  Riemann  sehen  Fläche  von  (t  ver- 
halten mag.     Sei  zunächst 

A)  z  =^  Zq  ein  gewöhnlicher  Punkt  der  Fläche,  d.  h.  nicht  un- 
endlich fern  und  kein  Verzweigungspunkt,  a^  der  zugehörige  Wert 
von  (T.  Dann  können  wir  n  nach  dem  binomischen  Satz  in  eine 
Reihe  entwickeln,  die  nach  Potenzen  von 

3)  t  =  z—  Zq 

fortschreitet  (§  37,  65)  und  in  einer  gewissen  Umgebung  von  z^ 
konvergiert^: 

Entwickeln  wir  ebenso  gQ[z),g^{^),g2{^)  nach  Potenzen  von  t,  setzen 
alles  ein  und  ordnen,  so  erscheint  R  dargestellt  als  Quotient  zweier 
Potenzreihen : 

^^  ^  "  ß,  +  ß,t  +  8,t^  +  ...    ' 

Nun  haben  wir  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  Ist  /?(,  4=  0,  so  ist  R  eine  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  reguläre 
Funktion  von  t,  also  auch  von  z. 

2.  Ist  /?(,  =  0,  aber  u^  4=  0,  so  sei  ß^  der  erste  Koeffizient  im 
Nenner,  der  von  Null  verschieden  ist.     Dann  ist  R  gleich  t~^  mal 


^  Nämlich  in  dem  Kreise  um  x^,  der  keinen  der  Punkte  er,  b  in  seinem 
Innern,  mindestens  aber  einen  auf  seinem  ßande  enthält;  denn  in  diesem  Kreise 
ist  a  eine  eindeutige  reguläre  Funktion  von  %. 
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einer  Funktion,  die  bei  t  =  Q  regulär  ist;  wir  sagen  in  diesem  Fall: 
die  Funktion  R  hat  bei  z  =  z^^  a  =  a^  einen  Pol  ä*®''  Ordnung. 

3.  Sind  «„  und  ß^  beide  gleich  Null,  so  erscheint  7?  bei  ^  =  0 
zunächst  in  unbestimmter  Form.  Wir  können  aber  diese  Unbestimmt- 
heit, wie  in  §  20,  dadurch  beseitigen,  daß  wir  mit  einer  geeigneten 
Potenz  von  t  im  Zähler  und  im  Nenner  dividieren;  dadurch  werden 
wir  auf  einen  der  bereits  erledigten  Fälle  (1)  und  (2)  zurückgeführt- 

H.  Das  Verhalten  von  R  sei  in  der  Umgebung  eines  Verzweigungs- 
punktes, etwa  z  =  a,  zu  untersuchen.     Hier  setzen  wir: 


6)  z  —  a  =  t"^,        ^  z  —  a  =  t\ 

dadurch  wird  die  Umgebung  des  Verzweigungspunktes  in  beiden 
Blättern  der  Fläche  abgebildet  auf  die  einfache  Umgebung  des  Null- 
punktes in  der  schlichten  ^Ebene.  Die  Abbildung  ist  bestimmt, 
sobald  für  einen  Wert  von  z  (^  a]  in  der  betrachteten  Umgebung  das 
Vorzeichen  der  Wurzel  in  (6)  fixiert  ist.  Zu  zwei  entgegengesetzt 
gleichen  Werten  von  t  gehören  Punkte  der  Fläche,  die  in  den  beiden 
Blättern  gerade  übereinander  liegen. 
Es  wird  dann 

und  infolgedessen  läßt  sich  R  auch  für  diesen  Fall  als  Quotient 
zweier  Potenzreihen  darstellen,  die  nach  Potenzen  der  hier  benutzten 
Hilfsveränderlichen  mit  ganzzahligen  Exponenten  fortschreiten.  Daran 
lassen  sich  dann  ganz  entsprechende  Schlüsse  knüpfen;  und  es  er- 
weist sich,  wie  in  §61,  als  zweckmäßig,  eine  Funktion  R{z,<t)  als 
im  Verzweigungspunkte  regulär  zu  bezeichnen,  wenn  sie  dort  eine 
reguläre  Funktion  von  t  ist,  und  im  andern  Falle  die  Ordnung  ihres 
Unendlichwerdens  durch  den  Exponenten  von  t  (nicht  durch  den 
von  z  —  a  selbst)  zu  messen. 

C.     Um   das  Verhalten  von  R  (r,  a)  für  unendlich  große  Werte 
von  z  zu  untersuchen,  setzen  wir: 
8)  z  =  t-\ 

Wir  erhalten  dann  die  beiden  Entwicklungen  (8)  und  (9)  von  §  62, 
entsprechend  den  beiden  unendlich  fernen  Punkten  der  Riemann- 
schen  Fläche;  zu  jedem  dieser  Punkte  gehört  eine  Entwicklung  von  R 
nach  Potenzen  von  t,  und  wir  messen  auch  hier  wieder  die  Ordnung 
des  Unendlichwerdens  an  dem  niedrigsten  auftretenden  Exponenten 
von  t.  Es  werden  also  z.  B.  z  und  n  selbst  in  beiden  Blättern  der 
Fläche  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  groß. 
Das  Ergebnis  der  Untersuchung  ist: 
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I.  Mne  rationale  Funktion  von  z  und  a  ist  auf  der  Riemann- 
schen   Fläche  von  a  bis  auf  einzelne  Pole  überall  regidär. 

(Daß  der  Pole  nur  eine  endliche  Anzahl  sein  kann,  ergibt  sich 
daraus,  daß  solche  nur  da  auftreten  können,  aber  nicht  notwendig 
müssen,  wo  g^  (r)  =  0  ist.) 

Die  Umkehrung  des  Satzes  (I)  wird  wie  in  §  61  bewiesen. 

Ein  gewisses  Interesse  bieten  die  Fragen,  ob  es  rationale  Funk- 
tionen von  z  und  a  gibt,  die  nur  in  einem  Punkte  der  Fläche  un- 
endlich werden,  und  in  diesem  nur  von  der  ersten  Ordnung;  und 
ob  dieser  Punkt  noch  willkürlich  gewählt  werder  kann.  Wir  wollen 
zur  Erleichterung  der  Rechnung  annehmen,  es  sei  «  =  1,  Z>  =  —  1 ; 
auf  diesen  Fall  können  wir  ja  den  allgemeineren  vermöge  einer  um- 
kehrbar eindeutigen  Transformation  der  r-Ebene  nach  §  15,  II  sofort 
zurückführen. 

Soll  eine  rationale  Funktion  von  z  und  o-  =  ]/  ^■^  —  1  gesucht 
werden,  die  nur  in  einem  von  den  Verzweigungspunkten  verschiedenen 
endlichen  Punkt  z  =  a  unendlich  groß  wird,  und  zwar  nur  in  einem 
Blatte  und  nur  von  der  ersten  Ordnung,  so  ergibt  sich  zunächst,  daß 
in  der  Darstellung  (2)  der  Nenner  r/^  (r)  keine  andern  Linearfaktoren 
haben  darf,  als  z  —  u.  Denn  wäre  er  durch  z  —  ß  teilbar^  so  würde 
die  Funktion  R  für  z  =  ß  in  dem  einen  oder  dem  andern  Punkte 
der  Fläche  unendlich  groß  werden,  wenn  nicht  auch  der  Zähler 
für  beide  Werte  von  «r  Null  würde.  Das  könnte  aber,  da  a  nach 
Voraussetzung  für  z  =  ß  nicht  Null  wird,  nur  eintreten,  wenn  ^^{z) 
und  g^  (z)  dort  Null  würden,  also  beide  durch  z  —  ß  teilbar  wären. 
Dann  hätten  aber  go,g^,g2  alle  drei  den  gemeinsamen  Teiler  z  —  ß, 
gegen  die  Voraussetzung. 

In  derselben  Weise  kann  gezeigt  werden,  daß  g^  (~)  durch  keine 
höhere  als  die  erste  Potenz  von  z  —  a  teilbar  sein  darf,  wenn  die 
Funktion  B  in  keinem  der  beiden  Blätter  der  Fläche  bei  z  =  a  von 
höherer  als  der  ersten  Ordnung  unendlich  werden  soll. 

Wir  können  also,  da  ein  konstanter  Faktor  in  den  Zähler  ge- 
zogen werden  kann,  g^{z)  =  z  —  a  nehmen. 

Zu  z  =  (z  gehören  zwei  Werte  von  <t\  bezeichnen  wir  mit  ö-« 
einen  bestimmten  von  ihnen,  so  ist  der  andere  —  ö-«.  Soll  nun  ß 
für  («,  ö-J,  aber  nicht  für  {a,  —  o-«)  unendlich  groß  werden,  so  muß 
der  Zähler  von  (2)  für  {a,  —  ö"«)  Null  sein,  also 

9)  g^  {a)  -  G^g^  («)  =  0  . 

Das  ist  eine  lineare  homogene  Gleichung  zwischen  den  Koeffizienten 
von  g^  und  g^     Ist  sie  erfüllt,  so  wird  R  auch  wirklich  im  Punkte 
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^-.  _  ^^  (j  —  _  fy^)   nicht  mehr  unendlich  groß;   wie  die  Anwendung 
des  zu  Beginn  dieses  Paragraphen  gelehrten  Verfahrens  zeigt. 

Endlich  müssen  wir  noch  dafür  sorgen,  daß  unsere  Funktion 
im  Unendlichen  in  beiden  Blättern  endlich  bleibt.  Der  Nenner  wird 
dort  von  der  ersten  Ordnung  unendlich;  wir  müssen  also  dafür 
sorgen,  daß  der  Zähler  nicht  von  höherer  Ordnung  unendlich  wird. 
Es  dürfen  demnach,  wenn  a  die  eine,  —  (t  die  andere  der  beiden 
Entwicklungen  §  62  (8),  (9)  vorstellt,  </„  +  ö-^^  und  //^  —  a  (^^^  nicht 
von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  unendlich  werden.  Addition 
und  Subtraktion  ergibt,  daß  p^  und  a  ^^  nicht  von  höherer  Ordnung 
als  der  ersten  unendlich  groß  werden  dürfen;  also  ^j  überhaupt 
nicht.  D.  h.  es  muß  fff^  eine  lineare  Funktion  von  z,  g^  eine  Kon- 
stante sein;  wir  setzen  also: 

10)  f,,={Äz  +  JB)(T,,       9^  =  C. 

Zwischen  den  drei  damit  eingeführten  Konstanten  muß  wegen  (9) 
noch  die  Gleichung  bestehen: 

11)  ^«  +  ^-6  =  0, 

mit  deren  Hilfe  wir  eine  von  ihnen  durch  die  beiden  andern  ausdrücken 
können.     So  gelangen  wir  zu  dem  Resultat: 

IL  Jede  rationale  Funktion  von  z  7tnd  a,  die  nur  in  dem  einen 
Punkt  [z  =  a,  (T  =  a  a)  der  Fläche  iind  in  diesem  mir  r-on  der  ersten 
Ordnung  unendlich  groß  loird,  bat  die  Form: 

'  z  —  n 

Umgekehrt  hat  jede  Funktion  dieser  Form  die  verlangte  Eigenschaft; 
nur  darf  Aa  -\-  B  nicht  gleich  Null  sein,  weil  der  Quotient  (12)  sonst 
gleich  einer  Konstanten  wäre. 

Wollen  wir  ferner  eine  Funktion  bilden,  die  nur  in  dem  Ver- 
zweigungspunkt r  =  —  1  und  in  diesem  nur  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  groß  wird,  so  können  wir  uns  zunächst  wie  im  vorigen 
Fall  davon  überzeugen,  daß  wir  g^  [z]  =  z  +  1  nehmen  müssen.  Diese 
Funktion  wird  aber  im  Verzweigungspunkt  von  der  zweiten  Ordnung 
Null;  wir  müssen  also  dafür  sorgen,  daß  der  Zähler  dort  von  der 
ersten  Ordnung  Null  wird.  Das  verlangt,  daß  g^  (r)  durch  z  +  1 
teilbar  sei;  berücksichtigen  wir  wie  vorhin  das  Verhalten  im  Un- 
endlichen, so  sehen  wir: 

III.  Jede  rationale  Funktion  von  z  und  <t,  die  nur  im  /  erzweigtings- 
punkt  z  =  —  1  und  dort  nur  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  groß 
tinrd,  hat  die  Form  : 


13)  ^i^+il^-^"  .  ,..  r  +  o. 

'  »4-1 
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ISollen  wir  endlich  eine  Funktion  bilden,  die  nur  im  Unendlichen, 
aber  dort  nur  in  einem  Blatte  und  nur  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  groß  werden  soll,  so  zeigen  zunächst  entsprecheudo 
Schlüsse,  wie  in  den  beiden  ersten  Fällen,  daß  j^i-)  sich  auf  eine 
Konstante  reduzieren  und  daß  r/^iz)  eine  lineare  Funktion,  ff^[z) 
auch  eine  Konstante  sein  muß.  Soll  dann  etwa  E  nur  unendlich 
werden,  wenn  wir  für  (x  die  Entwicklung  §  62  (8),  aber  nicht  wenn 
wir  die  Entwicklung  §  62  (9)  benutzen,  so  muß  zwischen  den 
Konstanten  noch  eine  lineare  Gleichung  bestehen. 

So  kommen  wir  zu  dem  Satz: 

IV.  Jede  rationale  Funktion  von  z  und  a,  die  nur  im  Unendlichen 
und  dort  nur  in  einem  Blatte  und  mir  von  der  ersten  Ordnung  un- 
endlich groß  ivird,  hat  die  Form: 

14)  A{z  ±a)  +  B,  %oo  Ä^Q. 

Über  die  in  den.  Formeln  (12),  (13),  (14)  noch  vorkommenden  Kon- 
stanten können  wir  so  verfügen,  daß  die  betreffende  Funktion  auch 
in  einem  vorgegebenen  Punkte  Null  wird.  Von  besonderem  Inter- 
esse sind  die  Funktion: 


15)  '  =  ttt  =  i/t 


+  1 ' 

die  in   einem  Verzweigungspunkte  Null,  im  andern  unendlich  wird; 
die  Funktion 

16)  M  =  Z  +  (7, 

die  im  Unendlichen  in  einem  Blatte  Null,  im  andern  unendlich  wird; 
dann  auch  die  Funktion 

17)  ^  =  --^' 

die  bei  z  =  0  in  einem  Blatt  Null,  im  andern  unendlich  wird.  Die 
erste  ist  nichts  anderes  als  die  in  §  62  mit  s  bezeichnete  Funktion. 
Jede  der  betrachteten  Funktionen  hat  nach  dem  Satze  §  46,  VI, 
der  auch  hier  gilt  (vgl.  §  61,  IX),  die  Eigenschaft,  daß  sie  überhaupt 
jeden  Wert  auf  der  Fläche  einmal  und  nur  einmal  annimmt.  Daraus 
folgt,  daß  jede  von  ihnen  eine  eindeutige  analytische  Funktion  und 
zwar  eine  lineare  gebrochene  Funktion  jeder  der  beiden  andern 
ist.     Z.  B.  ist: 

1  +  s  u  -\  .  1  -  is   _  .  1^  -J  u 

1«)        ''  =  T^rj '      -^^  =  u+T'         ~  TT77  "  '  1+  iü' 

Ferner  ergibt  sich, '  daß  überhaupt  jede  Funktion  der  Fläche  eine 
eindeutige  Funktion  von  jeder  dieser  Hilfsveränderlichen  u,  s,  X  ist. 
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Damit  sind  wir  auf  den  Ausgangspunkt  dieses  Paragraphen  zurück- 
gekehrt, von  dem  aus  wir  von  vornherein  hätten  darauf  ausgehen 
können,  die  Ausdrücke  (12),  (13),  (14j,  als  Funktionen  von  s  allein 
darzustellen. 
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Da  sich  alle  rationalen  Funktionen  von  z  und  a  =  ]/z^  —  1  auch 
als  rationale  Funktion  einer  Hilfsveränderlichen  darstellen  lassen,  so 
läßt  sich  auch  jedes  Integral  einer  solchen  Funktion  in  ein  Integral 
einer  rationalen  Funktion  überführen  und  also  durch  rationale 
Funktionen  und  Logarithmen  solcher  ausdrücken.  Als  Hilfsver- 
änderliche kann  dabei  jede  der  im  vorigen  Paragraphen  zuletzt  be- 
trachteten Funktionen  dienen,  die  auf  der  Fläche  jeden  Wert  einmal 
und  nur  einmal  annehmen.  In  den  Elementen  der  Integralrechnung 
bevorzugt  man  die  drei  Funktionen,  die  in  §  62a  mit  (15),  (16),  (IT) 
bezeichnet  sind;  das  geschieht  mit  Rücksicht  auf  möglichste  Be- 
quemlichkeit der  Rechnung. 

Wir  wollen  aber  doch  diese  Integrale  rationaler  Funktionen 
von  z  und  a  auch  direkt  auf  der  Fläche  betrachten.  Aus  i?  61,  VIII 
geht  zunächst  hervor: 

I.  Mn  solches  Integral  ist  eine  eindeutige  Funktion  seiner  oberen 
Grenze,  solanr/e  der  Intef/rationsioeg  ganz  in  einem  einfach  zusammen- 
hängenden Teil  der  Fläche  verläuft,  der  keinen  Punkt  enthält,  in  dem 
das  Residuum  der  Funktion  von  Nidl  verschieden  ist. 

Umkreist  aber  der  Integrationsweg  einen  solchen  Punkt  in 
positivem  Sinne,  so  erhält  man  einen  neuen  Wert  des  Integrals,  der 
um  2  n  i  mal  dem  betreffenden  Residuum  größer  ist  als  der  vorher 
betrachtete.     Es  folgt  also: 

IL  Lass.m  7vir  den  Integra tionsiveg  bei  einem  solchen  Integral 
ganz  beliebig,  so  erhalten  wir  i.  a.  eine  unendlich  vieldeutige  Funktion; 
alle  ihre  Werte  gehen  aus  einem  von  ihnen  durch  Addition  ganz- 
zahliger Vielfacher  getcisser  „FeriodizitätsmoduM'  hervor.  Jeder  dieser 
Periodizitätsmoduln  ist  gleich  2  ti  i  mal  einem  Residuum  der  zu  inte- 
grierenden Funktion. 

Wir  klassifizieren  nun  die  Integrale  nach  Art  und  Zahl  ihrer 
ünstetigkeitsstellen.  Dabei  ist  vor  allem  zu  beachten:  in  jedem 
endlichen  Punkte,  in  dem  die  zu  integrierende  Funktion  eodlich  ist, 
ist  auch  das  Integral  endlich;  in  jedem  endlichen  Punkte,  der  kein 


\ 
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Verzweigungspunkt  ist  und  in  dem  die  Funktion  unendlich  wird» 
wird  auch  das  Integral  unendlich;  aber  in  einem  Verzweigungspunkt 
kann  das  Integral  auch  dann  endlich  bleiben,  wenn  die  zu  inte- 
grierende Funktion  unendlich  wird.  Denn  nehmen  wir  die  Sub- 
stitution §  62 a^  (6)  vor,  so  wird: 

1)  dz  =  1tdt. 

Führen  wir  also  t  als  Integrationsveränderliche  ein,  so  erhalten  wir 
noch  einen  Faktor  t  unter  dem  Integralzeichen,  und  das  Integral 
bleibt  endlich,  wenn  nur  die  zu  integrierende  Funktion  nicht  von 
höherer  als  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird.  —  In  einem  un- 
endlich fernen  Punkte  bleibt,  wie  eine  entsprechende  Überlegung 
zeigt,  das  Integral  endlich,  wenn  die  zu  integrierende  Funktion  von 
höherer  als  der  ersten  Ordnung  Null  wird. 

Wir  fragen  nun  zunächst,  ob  es  etwa  Integrale  rationaler 
Funktionen  von  z  und  a  gibt,  die  nirgends  unendlich  werden.  (Der 
Satz  §  6 1 ,  X  würde  dem  nicht  entgegenstehen,  da  er  nur  von  auf 
der  RiEMANN  sehen  Fläche  eindeutigen  Funktionen  handelt,  i  Sollte 
l'R[z,G)dz  überall  endlich  bleiben,  so  müßte  B{z,  a) 

überall  endlich  sein,  ausgenommen  die  Verzweigungspunkte,  wo 
li\z,a)  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  werden  dürfte; 

und  im  Unendlichen  in  beiden  Blättern  von  höherer  als  der 
ersten  Ordnung  Null  werden. 

Das  Produkt 

2)  (T'B{Z,(T) 

müßte  also  überall  endlich  sein  und  im  Unendlichen  Null  werden. 
Aber  aus  §  62  a  geht  hervor,  daß  eine  rationale  Funktion  z  und  a, 
die  überall  endlich  ist,  identisch  gleich  einer  Konstanten  ist;  es 
müßte  also  a  R  [z,  o-)  ^  0,  also  B{z,  (t)  ^  0  sein ;  d.  h. : 

III.  Ävf  der  Riemannschen  Fläche  von  <y  =  ]/c^  —  1  gibt  es 
kein  überall  endliches  Integral. 

Fragen  wir  weiter  nach  Integralen,  die  auf  der  Fläche  keine 
Pole,  sondern  relativ  zu  ihr  (d.  h.  abgesehen  von  den  Verzweigungs- 
stellen erster  Ordnung  +  11  nur  logarithmische  Verzweigungsstellen 
haben.  Da  die  Summe  der  Residuen  auf  der  ganzen  Fläche  gleich 
Null  sein  muß  (der  Beweis  des  Satzes  §  45  läßt  sich  ungeändert 
auf  den  hier  vorliegenden  Fall  übertragen),  so  muß  ein  solches 
Integral  mindestens  zwei  logarithmische  Verzweigungspunkte  auf- 
weisen. Soll  fR[z,a)dz  ein  Integral  sein,  das  nur  in  zwei  ge- 
wöhnlichen Punkten  (z^,  a^)  und  {z^,  rr^)  der  Fläche  solche  besitzt, 
so  muß  die  Funktion  R  folgende  Eigenschaften  haben: 
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sie  muß  überall  endlich  sein,  ausgenommen  in  den  beiden  ge- 
nannten Punkten  {z^,  a^)  und  [z^,  a^)  und  in  den  Punkten  z  =  +  1, 
in  letzteren  darf  sie  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  werden. 
Sie  muß  im  Unendlichen  in  beiden  Blättern  von  höherer  als  der 
ersten  Ordnung  Null  werden.  Das  Produkt  aR  muß  also  folgende 
Eigenschaften  haben:  es  muß  im  Endlichen  überall  endlich  sein, 
außer  in  den  beiden  Punkten  (Zj,  ö-J  und  (zg,  ffg)?  ^*^  ®^  ^^°  ^®" 
liebiger  Ordnung  unendlich  werden  darf  mit  Residuen  =j=  0  (wir 
dürfen  diese  Ordnung  noch  =  1  wählen).  Es  muß  im  Unendlichen 
Null  werden. 

Eine  solche  Funktion  können  wir  als  Summe  von  zwei  Funk- 
tionen darstellen,  von  denen  jede  in  einem  der  genannten  Punkte 
unendlich  und  beide  im  Unendlichen  eines  und  desselben  Blattes  Null 
werden,    also  nach  §  62a  (12)  zunächst  in  der  Form: 

und  nun  können  wir  die  Konstanten  Ä^  B  noch  so  bestimmen,  daß 
die  Summe  auch  im  andern  Blatt  im  Unendlichen  Null  wird.  Dann 
erhalten  wir 

'  0    \  %  —  Xx  X  -  %^   \     a 

als  die  gesuchte  Form  eines  Integrals  mit  nur  zwei  logarithmischen 
Verzweigungspunkten.  Über  die  Konstante  A  können  wir  dabei  noch 
so  verfügen,  daß  das  Residuum  in  einem  Verzweigungspunkte  gleich 
+  1,  im  andern  gleich  —  1  wird;  dazu  müssen  wir  A  =  \  nehmen. 
Führen  wir  dann  die  in  §  62  a  (16)  mit  u  bezeichnete  Funktion 
als  Integrationsveränderliche  ein  und  bezeichnen  mit  u^ ,  u^  die  Werte, 
die  diese  Funktion  in  den  beiden  Punkten  (z^,  ö-J  und  {z^,  a^)  an- 
nimmt, so  erhalten  wir: 

5)  ri— ^ ^-1  du  =  log-^i^l^  +  CJ 

Aus  diesem  Integral  können  wir  dadurch,  daß  wir  die  beiden 
Punkte  {z^ ,  (tJ  und  [z^ ,  (t^)  zusammenrücken  lassen  und  gleichzeitig 
mit  u^  —  u^  dividieren,  ein  anderes  erhalten,  das  nur  an  einer  Stelle, 
an  dieser  aber  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  groß  wird,  nämlich: 

d  u  1 


/ 


(w  -  thf 


+  C. 


»    Die     Substitutionen    (15)     und     (17)     des     §  6'2a     würden     genau     so 
log  "^  ~  ^'  +  C  und  log  \~^b  +  G   ergeben;    entsprechendes    gilt    von    jeder 


s  —  s^  ~  X  —  X 

linearen  Funktion  von  u  oder  s  oder  l 
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Wiederholung  dieses  Prozesses  führt  dann  zu  Integralen,  die 
an  einer  vorgeschriebenen  Stelle  von  der  zweiten,  dritten,  usw.  Ord- 
nung unendlich  groß  werden  mit  vorgeschriebenen  Koeffizienten. 

Bei  diesen  Entwicklungen  ist  vorausgesetzt,  daß  die  singulären 
Punkte  (^j,  ö-J  und  {z^,  a^  von  den  Verzweigungspunkten  +  1  ver- 
schieden sind  und  im  Endlichen  liegen:  doch  würde  eine  entsprechende 
Behandlung  der  damit  ausgeschlossenen  Fälle  keine  weitere  Schwierig- 
keit bieten.  Wir  brauchen  aber  darauf  um  so  weniger  einzugehen, 
als  wir  ja  von  vornherein  die  Untersuchung  auf  die  der  rationalen 
Funktionen  der  einen  unabhängigen  Veränderlichen  u  oder  s  hätten 
beschränken  können. 

Das  allgemeinste  Integral  einer  rationalen  Funktion  von  z  und  o- 
kann  dann  dargestellt  werden  als  eine  Summe  von  Integralen  der 
betrachteten  speziellen  Formen,  mit  geeigneten  numerischen  Koeffi- 
zienten. Das  folgt  daraus,  daß  die  Differenz  zweier  Integrale,  die 
in  der  nämlichen  W^eise  unendlich  werden,  ein  nirgends  unendlich 
werdendes  Integral  und  also  nach  III  eine  Konstante  ist. 


§  62c.    Die  Funktion  »  =  w  +  i^l  -  w'^. 

Die  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung  mit  komplexen 
Koeffizienten  kann,  nachdem  die  Quadratwurzel  aus  einer  komplexen 
Zahl  definiert  ist,  ebenso  geschehen,  wie  es  in  den  Elementen  der 
Algebra  für  die  quadratischen  Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten 
gelehrt  wird.  So  ergibt  z.  B.  die  Auflösung  der  in  §  21  dis- 
kutierten Gleichung: 


1) 

ic=.\[z  +  z-^) 

oder: 

2) 

z^-2ziv  +\  =0 

nach  z  die  Funktion: 

3) 

z  =  10  +yw^  -  1 . 

Für  reelle  ?r,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  1  ist,  wird 
diese  Funktion  komplex;  wir  wollen  das  dadurch  hervorheben,  daß 
wir  schreiben: 


4)  z  =  w  -\r  ij/l  —  ?o^, 

müssen  uns  freilich  dabei  erinnern,  daß  nicht  für  alle  ic  der  Haupt- 
wert der  Quadratwurzel  in  (3)  auch  den  Hauptwert  der  Quadrat- 
wurzel in  (4)  liefert. 
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Die  dieser  Funktion  zugehörige  RiEMANNSche  Fläche  über  der 
«'•Ebene  besteht,  wie  sich  aus  §  62  ergibt,  aus  zwei  Blättern,  die 
in  den  beiden  Verzweigungspunkten  w  =  -j-  \  und  w  =  —  l  zusammen- 
hängen. Diese  beiden  Verzweigungspunkte  sind  durch  einen  Schnitt 
zu  verbinden;  wir  legen  ihn  vielleicht  am  zweckmäßigsten  so,  daß 
er  von  ihnen  beiden  längs  der  Achse  der  reellen  w  ins  Unendliche 
läuft.  Der  Nullpunkt  liegt  dann  nicht  auf  dem  Schnitt;  wir  können 
die  beiden  Blätter  der  Fläche  dadurch  unterscheiden,  daß  wir  an- 
geben, welchen  Wert  zo  im  Nullpunkt  jedes  der  beiden  Blätter 
haben  soll.  Wir  mögen  etwa  dasjenige  Blatt,  in  welchem  z  =  i  für 
IV  =  0  ist,  das  erste,  dasjenige,  in  welchem  z  =  —  i  für  lo  =  0  ist. 
das  zweite  nennen.  Die  Werte  von  z  in  den  übrigen  Punkten  beider 
Blätter  ergeben  sich  dann  durch  stetige  Fortsetzung;  namentlich 
wird  für  die  Umgebung  des  Nullpunkts  im  ersten  Blatt  der  Haupt- 
wert der  Quadratwurzel  in  (4),  im  zweiten  Blatt  der  entgegengesetzte 
Wert  zu  nehmen  sein.  Aber  man  kann  keineswegs  hier  schon  schließen, 
daß  dasselbe  auch  für  die  ganze  Ausdehnung  beider  Blätter  gilt.  Die 
oberen  Ränder  der  Schnitte  rechnen  wir  zum  ersten  Blatt. 

Die  Untersuchung  unserer  Funktion  ist  uns  nun  sehr  dadurch 
erleichtert,  daß  ihre  Umkehr ung  eine  eindeutige  Funktion  von  : 
ist,  und  daß  wir  diese  umgekehrte  Funktion  in  §  21  bereits  aus- 
führlich untersucht  haben.  Wir  brauchen  nur  die  von  dort  bereits 
bekannten  Ergebnisse  durch  das  inzwischen  eingeführte  Hilfsmittel 
der  RiEMANN sehen  Fläche  noch  anschaulicher  zu  machen. 

Zunächst  ist  zu  sehen,  daß  den  Punkten  des  Verzweigungs- 
schnittes reelle  z  entsprechen:  und  zwar  jedem  solchen  Werte  von 
w    zwei  Werte    von  z,    von    denen    immer    der   eine  innerhalb,    der 
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Fig.  32  a. 
Erstes  Blatt  über  der 
rr-Ebene. 


C. 


I), 


n. 


Fig.  :^2b. 

Zweites  Blatt  über  der 

?r-Ebene. 


Fig.  13  e.     »-Ebene. 

andere  außerhalb  des  Einheitskreises  liegt,  da  das  Produkt  der 
Wurzeln  der  Gleichung  (2)  gleich  1  ist.  Den  Verzweigungspunkten 
selbst   entspricht   nur  je    ein    z:    dem    Punkte    w  =  -\-  \    der    Wert 
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r  =  +  1,  dem  Punkte  to  =  —  i  der  Wert  c  =  —  1.  Umgekehrt 
entspricht  jedem  reellen  r  em  Punkt  des  Verzweigungsschnittes. 
Das  eine  Blatt  unserer  Fläche  entspricht  also  der  positiven,  das 
andere  der  negativen  Halbebene  der  z,  und  zwar  muß,  da  im  Null- 
punkt des  ersten  Blattes  r  den  Wert  +  i  haben  soll,  dieses  Blatt 
der  positiven  Halbebene  entsprechen,  das  andere  der  negativen.  Damit 
ist  festgelegt,  wie  sich  die  beiden  Buchstaben,  die  in  der  Figur  13  h 
S.  67  je  einem  Bereiche  zugewiesen  sind,  auf  die  beiden  Blätter 
verteilen;  wir  erhalten  die  beiden  vorstehenden  Figuren,  neben  die 
zu  leichterem  Vergleich  die  Fig.  13e  noch  einmal  abgedruckt  ist. 

Beachtenswert  sind  die  Verhältnisse  in  der  Umgebung  des 
unendlich  fernen  Punktes  in  den  beiden  Blättern  der  i<;-Ebene:  ent- 
wickeln wir  die  Wurzelgröße  nach  fallenden  Potenzen  von  w,  so 
erhalten  wir: 

5)      Vi;^^  =  iv-\/l  -  Ar  =  +  "•|l-i7^+  A  -  +  -...  1, 
'        '  y  w^        —       \  2h--    '    Sw*         ^  J  ' 

also  wird  der  eine  Wert  von  z  gleich 

der  andere  gleich: 

7)  2»'---^  +  -^-+...  . 

Der  erste  wird  im  Unendlichen  Null,  der  andere  unendlich;  wie  die 
Figuren  zeigen,  gilt  die  erste  Entwicklung  für  dasjenige  Gebiet,  das 
aus  der  unteren  Halbebene  des  ersten  Blattes  und  der  oberen  des 
zweiten  besteht,  die  andere  für  den  andern. 

Hätten  wir  den  Verzweigungsschnitt  statt  längs  der  beiden 
äußeren  Stücke  der  Achse  der  reellen  -  längs  der  kürzesten  Ver- 
bindungslinie der  Verzweigungspunkte  gezogen,  so  hätten  die  Ge- 
biete J, ,  J.^,  i>j,  D^  das  eine,  die  Gebiete  B^,  B^,  C^,  C^  das 
andere  Blatt  der  Fläche  gebildet;  dann  hätte  also  das  eine  Blatt 
dem  Inneren,  das  andere  dem  Äußeren  des  Einheitskreises  der 
2;-Ebene  entsprochen. 

Wollten  wir  noch  mehr  ins  einzelne  gehen,  so  würden  wir 
zweckmäßigerweise  vor  allem  in  die  Figuren  die  Kreise  und  Halb- 
geraden einerseits,  die  konfokalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  anderer- 
seits eintragen,  von  denen  S.  69  die  Rede  war. 

Nach  §  62  muß  ,sich  z  rational  durch 


ß^  J i_    . 


8)  s  =  |/ 


IV  4-  1 
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ausdrücken  lassen;  in  der  Tat  findet  man: 

Das  ist  eine  gebrochene  Funktion  ersten  Grades;   es  läßt  sich  also 
auch  umgekehrt  s  rational  durch  z  ausdrücken: 

1«)  '"flT' 

und  man  könnte  statt  z  auch  s  als  diejenige  Funktion  der  Fläche 

wählen,  durch  die  man  alle  andern  Funktionen  der  Fläche  rational 

ausdrückt.     So  ergibt  sich  z.  B. 

,  1 ,  t/t      — ^       2  i  s         .  1  —  A^ 

Damit  läßt  sich  auch  die  vorhin  zurückgeschobene  Frage  leicht 
beantworten,  welchem  Gebiete  unserer  Fläche  der  Hauptwert  dieser 
Quadratwurzel  zukommt.  Dieses  Gebiet  muß  durch  die  Linie  oder 
die  Linien  begrenzt  sein,  längs  deren  die  Quadratwurzel  rein  imaginär 
wird.  Das  tritt  längs  der  Achse  der  reellen  ic  für  \  lo  \  >  1  ein,  und 
längs  keiner  andern  Linie;  ihr  entspricht  der  Verzweigungsschnitt 
über  der  ?r-Ebene.  Also  gehört  der  Hauptwert  dem  ganzen  ersten 
Blatt  zu. 

Wir  können  uns  übrigens  jetzt,  wo  wir  im  Besitze  der  Ex- 
ponential-  und  trigonometrischen  Funktionen  für  komplexe  Ver- 
änderliche sind,  die  Beziehung  zwischen  r  und  w  auch  durch  Ein- 
führung anderer  Hilfsveränderlicher  verständlich  machen,  als  der 
Z  und   IF,  die  wir  in  §  21  benutzt  hatten!     Setzen  wir  etwa 

12)  w  =  cos?/, 
so  ergibt  sich  aus  §  40  (4)  und  (16): 

13)  z  =  e^  . 

In  der  Tat  entsprechen  vermöge  dieser  Gleichungen  den  konzen- 
trischen Kreisen  um  den  Nullpunkt  der  r-Ebene  und  den  Halbstrahlen 
vom  Nullpunkt  aus  in  der  7/-Ebene  nach  §  42,  III  Parallele  zu  den 
Achsen,  diesen  nach  §  42,  IV  die  konfokalen  Ellipsen  und  Hyperbeln, 

§  62d.     Die  Funktion  Arcus  sinus  w. 

Wollen  wir  wie  für  reelle  Veränderliche  die  Funktion  Arcus  sinus  w 
durch  das  Integral 

IC 

,            .           r     (1(0 
n  •/  =  arc  sin  w  =  |     =_ 


^5»'  62d.    Die  Funktion  Arcus  sinus  tv.  229 


auch  für  komplexe  w  definieren,  so  müssen  wir  noch  zwei  nähere 
Angaben  hinzufügen:  wir  müssen  über  den  zu  wählenden  Integrationsweg 
und  über  den  der  Quadratwurzel  beizulegenden  Wert  etwas  festsetzen. 

In  ersterer  Beziehung  wollen  wir  verabreden,  daB  wir  den 
Integrationsweg  ganz  willkürlich  lassen  wollen;  nur  wollen  wir  ver- 
meiden, ihn  durch  einen  der  Verzweiguugspunkte  +  1  hindurch  zu 
legen.  Dagegen  braucht  der  Fall  nicht  ausgeschlossen  zu  werden, 
daß  die  obere  Grenze  des  Integrals  in  einen  dieser  Werte  hineinrückt: 
denn  wie  bei  reellen  Veränderlichen  kann  gezeigt  werden,  daß  sich 
das  Integral  dabei  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  nähert.  Wir 
werden  nicht  annehmen  dürfen,  daß  der  Wert  des  Integrals  vom 
Integrationsweg  ganz  unabhängig  sei;  das  Zeichen  arc  sin  w  ist 
also  durch  die  Gleichung  (1)  vieldeutig  definiert,  wir  wollen  aber 
alle  die  Werte,  die  es  der  Definition  gemäß  annimmt,  als  zu  einer 
und  derselben  vieldeutigen  Funktion  von  iv  gehörig  betrachten. 

Was  das  der  Wurzel  beizulegende  Vorzeichen  betrifft,  so  können 
wir  es  für  die  untere  Grenze  der  Integration  beliebig  wählen;  und 
wir  wollen  verabreden,  daß  dort  der  Wurzel  der  Wert  -f  1  bei- 
gelegt werden  soll.  Damit  ist  aber  ihr  Wert  für  den  ganzen  weiteren 
Integrationsweg  festgelegt,  wenn  wir  noch  fordern,  daß  sie  sich 
längs  des  Integrationswegs  stetig  ändern  soll.  Ein  Zweifel  könnte 
nur  eintreten,  wenn  der  Integrationsweg  durch  einen  der  Punkte 
«  = -{-  1  oder  (o=—  1  hindurchführte;  das  aber  haben  wir  bereits 
ausgeschlossen.  Wir  werden  am  einfachsten  angeben  können,  welcher 
Wert  der  Quadratwurzel  in  jedem  Punkt  des  Integrationsweges 
zuzuschreiben  ist,  wenn  wir  uns  der  im  vorigen  Paragraphen  bereits 
eingeführten  RiEMANNschen  Fläche  bedienen,  auf  der  diese  Quadrat- 
wurzel eine  eindeutige  und  im  Endlichen  stetige  Funktion  des 
Ortes  ist,  und  den  Integrationsweg  auf  sie  übertragen:  in  jedem 
seiner  Punkte  ist  dann  derjenige  Wert  der  Wurzeln  zu  nehmen,  der 
diesem  Punkte  der  Fläche  zugehört. 

Nach  diesen  Festsetzungen  können  wir  an  die  Beantwortung 
der  Frage  gehen,  ob  das  Integral  (1)  sich  etwa  durch  bereits  ein- 
geführte Funktionen  ausdrücken  läßt.  Das  gelingt  in  der  Tat,  wenn 
wir  vermöge  Gleichung  (3)  des  vorigen  Paragraphen  eine  neue  Inte- 
grationsveränderliche einführen : 

^  =  CO  +  y6j2  _  f^       aufgelöst :       w  =  i  (c  +  ;-  ^) . 
wobei  die  obere  Grenze  des  Integrals  wird 

z  =  w  -{-  ]'w^  —  1 , 
Als  untere  Grenze  ist  z  =  +  i,  nicht  r  =  —  /  zu  nehmen,   da  nur 
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der  erstere,  nicht  der  letztere  Wert  demjenigen  der  beiden  über 
dem  Nullpunkt  der  ?r-Ebene  gelegenen  Flächenpunkte  zukommt,  in 
dem  die  Quadratwurzel  den  Wert  +  1  hat,  der  ihr  nach  der  vorhin 
getroffenen  Verabredung  an  der  unteren  Grenze  beizulegen  ist.  Das 
Integral  (1)  geht  somit   durch   die   angegebene  Substitution  über  in 

2)      i  f-^  =  /(log  2  —  log  i)  =  ilog  {  —  iz)  =  ?log(—  iiD  +  jA  —  w^). 

Um  dann  zu  untersuchen,  welcher  Wert  des  Logarithmus  für 
einen  vorgeschriebenen  Integrationsweg  zu  nehmen  ist,  oder  \vie 
wir  umgekehrt  den  Integrationsweg  zu  nehmen  haben,  wenn  wir 
einen  bestimmten  Wert  des  Logarithmus,  z,  B.  seinen  Hauptwert, 
bekommen  wollen,  müssen  wir  nur  zusehen,  wie  die  Wege  in  der 
r-Ebene  und  auf  der  Fläche  über  der  t^-Ebene  einander  zugeordnet 
sind.  Das  aber  ist  aus  den  Figuren  des  vorigen  Paragraphen  ohne 
Schwierigkeit  zu  entnehmen. 

Beschränken  wir  den  Integrationsweg  von  ?/•  zunächst  auf  das 
erste  Blatt,  so  bleibt  der  von  z  oberhalb  der  Achse  der  reellen  z, 
also  der  von  ( —  iz)  rechts  von  der  Achse  der  rein  imaginären  ( —  i  z), 
dem  Logarithmus  von  (—  iz)  ist  der  Hauptwert  beizulegen.  Wir 
wollen  den  zugehörigen  AA'ert  auch  als  den  Hauptwert  des  Arcus 
sinus  im  ersten  Blatt  der  Riemann sehen  Fläche  bezeichnen:  sein 
reeller  Bestandteil  liegt  zwischen    — r-   und   +  -^ .     Insbesondere 

durchläuft  er  stetig  wachsend  die  reellen  A^'erte  von ^  bis  +       , 

wenn  xo  stetig  wachsend  die  reellen  Werte  von  —  1  bis  +  1  durchläuft. 

überschreiten  wir  dann  etwa  den  rechts  gelegenen  Teil  des  Ver- 
zweigungsschnittes, um  von  A^  nach  I)^  oder  von  B^  nach  C^  zu 
gelangen,  so  entspricht  dem  in  der  z-Ebene  eine  Überschreitung  der 
Halbachse  der  positiv  reellen  z,  also  in  der  Ebene  der  (—  iz)  eine 
Überschreitung  der  Halbachse  der  negativ  rein  imaginären  (—  i  z). 
Bleiben  wir  dann  im  zweiten  Blatt,  ohne  aufs  neue  einen  Querschnitt 
zu  überschreiten,  so  bleibt  der  imaginäre  Bestandteil  des  Logarithmus 
zwischen  —7Tij2  und  —  3>t*72,  also  der  reelle  Bestandteil  des 
Arcus  sinus  zwischen  rr/2  und  37c/2.  Wir  wollen  diesen  M'ert  etwa 
als  Hauptwert  des  Arcus  sinus  im  zweiten  Blatt  der  Riemann  sehen 
Fläche  bezeichnen. 

Zwei  Punkten  der  Fläche,  die  in  den  beiden  Blättern  über- 
einander liegen,  entsprechen  zwei  ^^'erte  von  z,  deren  Produkt  gleich  1 
ist,  also  zwei  Werte  von  (—  iz),  deren  Produkt  gleich  —  1  ist.  Die 
Summe    eines   Logarithmus    des  ersten  uiid  eines  Logarithmus   des 
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zweiten  ist  ein  ungerades  Vielfaches  von  n  i\  die  Summe  der  beiden 
Hauptwerte  des  Arcus  sinus  genau  gleich  ,t. 

Überschreiten  wir  aber,  vom  ersten  Blatte  kommend,  den  links 
gelegenen  Teil  des  Verzweigungsschnittes,  so  zeigt  eine  ganz  parallel 
gehende  Überlegung,  daß  dem  in  der  Ebene  der  (—  iz)  eine  Über- 
schreitung der  Halbachse  der  positiv  rein  imaginären  (—  iz)  ent- 
spricht, und  daß  wir  also  auf  diese  ^^'eise  zu  einem  weiteren  A\'ert 
des  Arcus  sinus  gelangen,  dessen  reeller  Bestandteil  zwischen  den 
Grenzen   —  7r/2  und   —  3  7r/2  liegt. 

Kehren  wir,  nachdem  wir  aus  dem  ersten  Blatte  über  den 
rechts  gelegenen  Teil  des  Verzweigungsschnittes  ins  zweite  Blatt 
gelangt  sind,  über  den  links  gelegenen  Teil  desselben  wieder  ins 
erste  zurück,  so  entspricht  dem,  daß  wir  in  der  Ebene  der  (—  iz) 
zuerst  aus  der  rechts  gelegenen  Halbebeue  über  die  Halbachse  der 
negativ  rein  imaginären  Zahlen  in  die  links  gelegene  und  von  da 
über  die  Halbachse  der  positiv  rein  imaginären  Zahlen  wieder  in 
die  rechts  gelegene  zurückgelangen.  Das  ist  aber  eine  Umkreisung 
des  Nullpunktes  dieser  Ebene  im  negativen  Sinne;  sie  bedingt  eine 
Vermehrung  des  Logarithmus  um  —  2iii,  also  eine  Vermehrung 
des  Arcus  sinus  um  2%. 

Aus  den  bisher  betrachteten  Wegen  und  ihren  Umkehrungen 
läßt  sich  nun  der  allgemeinste  AVeg  auf  der  Fläche  zusammensetzen. 
Wir   können    also   die  Ergebnisse   folgendermaßen  zusammenfassen: 

I.  Die  durch  die  Gleichung  {!)  definierte  Funktion  J  =  Arcus  sinus  w 
ist  eine  unendliche  vieldeutige  Funktion.  Ihre  fFerte  zerfallen  in  zwei 
Reihen,  entsprechend  den  beiden  Werten  der  Quadratiourzel.  '  In  jeder 
dieser  Reihen  gehen  alle  IFerte  aus  dem  Rauptwert  durch  Addition 
oder  Subtraktion  beliebiger  ganzzahliger  Fielf acher  von  2n  hervor. 
Zwischen  dem  Rauptwert  der  ersten  Reihe  und  dem  der  zweiten  besteht 
die  Beziehung^  daß  ihre  Summe  beständig  gleich  71  ist. 

Läßt  man  den  Integrationsweg  willkürlich  und  ist  •/  ein  ^^'ert 
des  Integrals  (1),  so  sind  somit  seine  sämtlichen  Werte  in  den  Formeln 

•/  +  2  Ä  TT  ==  i  log  ( —  i  ?o  + 


TT  —  /  +  2k'n  =  i\o^[  —  iw  —  '^l  —  ?<;-) 
enthalten  (ä  =  0,  1,  2,  3 . ..).     Aus  ihnen  findet  man 

—  iw  +  '^\  —  w^  =  exp  {—  Ji+  ^kiti) 

—  iio  —  ']/\  —  »r^  =  exp  ( —  ni  +  ■Ji'+  2kiii), 
also 

j  i       -  Ji 
o\                                                       e      —  e  •      -r 

o)  w  —  ■ — =  sin  J . 
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Durch  diese  Formel  findet  man  also  zu  einem  willkürlich  vor- 
geschriebenen Werte  /  des  Integrals  (1)  eindeutig  seine  obere  G-renze 
und  man  erkennt: 

IL  Das  Integra]  (/)  liefert  die  vollständige  Umkehrung  der 
Sinus  funhtion . 

§  63.    Die  Funktion  y»7 

Nach  der  in  den  letzten  Paragraphen  ausführlich  vorgenommenen 
Untersuchung  der  Quadratwurzel  wird  uns  der  allgemeine  Fall  der 
y^ten  Wurzel  aus  z  keine  Schwierigkeit  mehr  bereiten.  Wir  definieren 
wieder: 

I.    Unter  der  n^^"^  If^urzel  einer  komplexen  Zahl  z: 

1)  s  =  ]lT 

(n  eine  positive  ganze  Zahl)  verstehen  wir  eine  komplexe  Zahl  s,  die 
der  Gleichung: 

2)  Ä«  =  z 

genügt. 

Führen  wir  wie  §  58: 

3)  1]  =  log  z 

als  unabhängige' Veränderliche  ein,  so  finden  wir  wie  dort: 

IL  Wir  erhalten  [abgesehen  von  z  =  0,  s  =  0  vnd  von  z  —  oc. 
s  =  oc)  alle  Paare  zusammengehöriger  Werte  von  z  xind  s,  welche  die 
Gleichung  (2)  befriedigen,  loenn  wir: 

4)  z  =^  e'> ,        s  =  ev/» 

setzen  und  rj   als  unabhängige  Veränderliche  betrachten. 

IIL  Ä^ehmen  toir  für  log  z  in  (5)  den  Hauptwert  tJq,  so  erhalten 
wir  aus  [4)  den  „Hauptwert  s^  der  w'«"  Wurzel" ;  er  ist  dadurch 
charakterisiert,  daß  sein  Arcus xp  den  Bedingungen: 

5  <  V'  ^  — 

genügt. 

Aus  dem  Hauptwert  des  Logarithmus  entstehen  alle  andern 
Werte  desselben  durch  Addition  von  2  k  ,7  i,  ^vo  k  eine  ganze  Zahl 
bedeutet.  Ist  x  der  kleinste  positive  Rest  dieser  ganzen  Zahl  nach 
Division  mit  «,  so  erhält  man,  wenn  man  in  (4)  i,  =  ij^-^-'lxii  i 
setzt: 

6)  *•  =  €".*,; 
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darin  bedeutet  «  (vgl.  §  18  (3))  die  bestimmte  komplexe  Größe: 

2.Ti 
n\  '«  2  TT         ,        .      .         2  TT 

7)  ^  =-  e    "    -  cos         +2  sin 

Die  71  Potenzen  dieser  Größe: 

£0=1,      gl,      62,...,      £"-^ 

sind  alle  voneinander  verschieden;  denn  wäre  etwa: 

6"  =--  £^, 
so  würde  folgen: 

E"-'*-  =  1 , 

was  nicht  der  Fall  ist.     Es  gibt  folglich  für  die  n^''  Wurzel  außer 
dem  Hauptwert  noch  n  —  1  Nebenwerte;  wir  können  sagen: 

IV.  Zu  jedem  von  0  und  OO  verschiedenen  Werte  der  komplexen 
Zahl  z  gehtiren  n  und  nur  n  verschiedene  Werte  von  5,  loelche  der 
Gleichung  (2)   Genüge  leisten. 

Infolgedessen  braucht  man,  um  die  n^^  Wurzel  zu  einer  ein- 
deutigen Funktion  des  Ortes  auf  einer  Fläche  zu  machen,  von  der 
unendlich  vielblättrigen  Fläche  des  Logarithmus  nur  7i  Blätter.  Soll 
die  Funktion  auch  stetig  auf  der  Fläche  sein,  so  muß  sich  an  das 
n^^  Blatt  das  erste  wieder  anschließen;  damit  das  geschehen  kann, 
muß  die  Schlußkante  des  w*^"  Blattes  die  sämtlichen  unter  ihr 
liegenden  Flächenteile  durchdringen,  um  die  zu  unterst  liegende 
Anfangskante  des  ersten  Blattes  erreichen  und  sich  mit  ihr  ver- 
schmelzen zu  können. 

Man  wird  sich  auch  von  dieser  Fläche  am  ehesten  eine  Vor- 
stellung machen,  wenn  man  sie  sich  allmählich  entstehend  denkt. 
Das  geschieht  wie  in  §  59  im  speziellen  Falle  n  =  2\,  man  hat  nur 
den  beweglichen  Radius,  statt  zwei,  n  Umgänge  ausführen  und  erst 
nach  dem  n^^^  die  unter  ihm  liegenden  Flächenteile  durchsetzen 
und  sich  mit  dem  Anfangsrand  vereinigen  zu  lassen.  Der  Nullpunkt 
ist  ein  Verzweigungspunkt  der  Fläche,  und  zwar  ein  [n  —  l)-facher; 
geht  man  von  der  Ebene  zur  Kugel  über,  so  wird  deutlich,  daß 
auch  der  Punkt  oc  (ra  —  l)-facher  Verzweigungspunkt  ist. 

V.  Die  Zusammenhmigsverfiältnisse  dieser  Fläche  sind  im  Falle 
eines  beliebigen  n  dieselben  zvie  die  der  Kugel.  Man  kann  das  nach 
jeder  der  in  §  60  besprochenen  Methoden  erkennen.  Will  man 
eine  stetige  Umformung  haben,  so  muß  man  sich  zuerst  das  innerste 
Blatt  aus  dem  zweiten  von  innen  herausgezogen  denken,  dann  die 
aus  der  Umformung  dieser  beiden  Blätter  entstehende  Kugel  aus 
dem    dritten    usw.     Läßt    man    vorläutige   Zerschneidung  unter  der 
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Bedingung  uachheriger  Wiedervereinigung  zu,  so  forme  man  jedes 
einzelne  Blatt  in  der  §  60  a.  E.  angegebenen  Weise  so  lange  um, 
bis  der  Winkel  im  Nullpunkt  auf  -^^"^  reduziert  ist,  und  lege  die 
Blätter  dann  nebeneinander. 

Die   auf  dieser  Fläche  mit  Ausnahme  einzelner 
Pole  regulären  Funktionen  sind  rationale  Funktionen 

7t  

^       von  s  =  ]/  z  und   lassen  sich   wie  §  60  a  behandeln. 
Der  nur  scheinbar  allgemeinere  Fall  der  Funktion 


'Vz-  a 
Fig-  33.  y  ^ITE 

n 

läßt  sich,   wie   in   §  62  für  n  ^  2  geschehen,  auf  ]/r    zurückführen. 
Dagegen  gehört  die  Funktion 


]/{z-a){z-b)       {n>2) 

einer  andern  Klasse  von  Irrationalitäten  an;  sie  hat,  außer  bei  rr 
und  h,  auch  noch  im  Unendlichen  einen  Verzweigungspunkt. 

§  64.    Die  Gleichung  «2=1-  «^ 

Als   Beispiel   einer  etwas   weniger  einfachen  algebraischen  Be- 
ziehung möge  noch  die  durch  die  Gleichung 

1)  s^  ^  l  -  r3 

dargestellte  Abhängigkeit  zwischen  *■  und  z  besprochen  werden.  Die 
Gleichung  zeigt  zunächst,  daß  s  eine  zweiwertige  Funktion  von  r 
ist;  die  Faktorenzerlegung: 

2.T» 

2)  (1  -  z')  ^  (1  -  =){B  -  z)^e'  -  r)  ,     e  =  e    ''    , 

läßt  erkennen,  daß  s  sein.  Zeichen  ändert,  wenn  r  einen  der  Punkte 
1,  e,  6^  umkreist,  daß  also  diese  Punkte  Verzweigungspunkte  in  der 
z- Ebene  sind.  Außerdem  ist  auch  z  =^oo  Verzweigungspunkt,  wie 
die  Entwicklung 


Ji  _  3. 

,2  1    _        2 


+ 


zeigt.  Wollen  wir  also  einen  eindeutigen  Zweig  von  .s-  abspalten, 
so  müssen  wir  die  4  Verzweigungspunkte  so  durch  Einschnitte  ver- 
binden, daß  es  nicht  mehr  möglich  ist,  einen  einzelnen  derselben 
zu  umkreisen,  ohne  einen  Einschnitt  zu  überschreiten.  Wir  können 
das  in  symmetrischer  Weise  erreichen,  wenn  wir  von  den  3  Punkten 
1,  e,  «2  aus  geradlinige  Einschnitte  ins  Unendliche  legen,  die  rück- 
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wärts  verlängert  den  Nullpunkt  treffen  würden.  Solcher  eingeschnitte- 
nen r-Ebenen  müssen  wir  2  Exemplare  nehmen  und  sie  längs  der 
Einschnitte  kreuzweise  aneinander  heften,  um  eine  Fläche  zu  be- 
kommen, auf  der  auch  s  als  einwertige  und  stetige  Funktion  des 
Ortes  dargestellt  werden  kann. 

Umgekehrt  ist  z  eine  dreiwertige  Funktion  von  s: 

z  -=  i/(r- ^TiT^^y. 

Umkreist  s  einen  der  Punkte  +  1  oder  —  1  seiner  Ebene  in  posi- 
tivem Sinne,  so  tritt  zu  z  jedesmal  e  als  Faktor;  diese  beiden  Punkte 
sind  also  Verzweigungspunkte  in  der  s-Ebene.  Außerdem  ist  auch 
s  =cr  Verzweigungspunkt.  Man  wird  also  einen  dieser  drei  Ver- 
zweigungspunkte durch  Einschnitte  mit  den  beiden  andern  zu  ver- 
binden haben;  in  symmetrischer  Weise  erreicht  man  das,  wenn  maa 
die  Ä-Ebene  längs  der  Achse  der  reellen  s,  mit  Ausnahme  der 
Strecke  zwischen  —  1  und  +  1.,  einschneidet.  Von  solchen  ein- 
geschnittenen Ä-Ebenen  hat  man  dann  3  Exemplare  längs  der  Ein- 
schnitte aneinander  zu  heften.  Definiert  man  die  Blätter  dadurch, 
daß  für  .«  =-  0  im  ersten  Blatt  z  =  1,  im  zweiten  z  -^  s,  im  dritten 
z  =  e^  sein  soll,  so  muß  positive  Umkreisung  jedes  der  beiden  im 
Endlichen  gelegenen  Verzweigungspunkte  aus  dem  ersten  Blatt  ins 
zweite,  aus   diesem  ins  dritte,  aus   diesem  wieder  ins  erste  führen; 

man  muß  also  längs  (oo,  —  1)  die  positive  Halbebene  des  h'l  Blattes 
mit  der  negativen  des  Is.i  zusammenhängen  lassen,  dagegen  längs 
(1,  oc)  die  positive  Halbebene  des  h'.l  Blattes  mit  der  negativen  des 
|i.j  Blattes.     Vom  Punkte  oo  gehen  also  zwei  Übergangslinien  aus, 

längs  deren  die  Blätter  in  verschiedener  Weise  zusammenhängen; 
man  bestätigt,  daß  man  bei  einmaligem  Umlauf  um  diesen  Punkt 
in  positivem  Sinne  (d.  h.  so,  daß  er  zur  Linken  liegt)  aus  dem  ersten 
ins  zweite  Blatt  gelangt,  wie  es  sein  muß.  (Es  gilt  nämlich  in  der 
Umgebung  von  *-  =  oo  die  Entwicklung: 

z  =-  s^  -\-is-'   +  .  .  .; 

umkreist  man  s  =cc  in  positivem  Sinne,  so  tritt  zu  ss  der  Faktor  «^ 
also  zu  jedem  Glied  der  genannten  Entwicklung  der  Faktor  s.) 

Jene  zweiblättrige  Fläche  iiber  der  r-Ebene  und  diese  drei- 
blättrige Fläche  über  der  5-Ebene  sind  nun  durch  die  Gleichung  (1) 
umkehrbar  eindeutig  und  im  allgemeinen  (d.  h.  ausgenommen  die 
Verzweigungspunkte  beider   Flächen   und   ihre  Bilder)  konform  auf- 
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einander  abgebildet.  Wollen  wir  diese  Abbildung  ins  einzelne  ver- 
folgen, so  müssen  wir  vor  allem  wissen,  welche  Linien  jeder  Fläche 
den  Übergangslinien  der  andern  Fläche  entsprechen.  Zu  diesem 
Zwecke  setzen  wir: 

z  =  X  -{-  ii/,       s  =  u  +  IV 

und  trennen  iu  Gleichung  (1)  Reelles  und  Imaginäres;  wir  er- 
halten so: 

3)  j^2  _  „2  ^    1    _  ^3  +  Sxi/'^ 

4)  2u  V  =  —  S  x^  1/  +  1/^ . 
Den  Übergangslinien: 

y-0,       _        .v>      1. 

1/  =  _  .r  ]/3  ) 

entspricht  sonach  die  eine  Linie  m  =  0  (in  den  3  Blättern  der  Fläche 
über  der  5-Ebene);  den  Übergangslinien: 

V  =  0,       M  <  —  1     und     ü  =  0,       ?<  >  1 
entsprechen  die  Linien: 


y  =  o, 

x<  0, 

;y=       .r|/31 
y  =-.rl/3r 

x>0, 

s-Fbenel 

A 

s-FbdncIl 

s-EocntTE 


Fig.  .'^4. 

(in  beiden  Blättern  der  Fläche  über  der  r-Ebene).  Ziehen  wir  diese 
Linien  auf  den  beiden  Flächen,  so  zerfällt  jede  iu  sechs  Teile;  die 
Figuren  34  geben  an,  wie  diese  Teile  einander  zugeordnet  sind.    Um 
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diese  Zuordnung  festzulegen,  müssen  wir  auch  die  beiden  Blätter 
der  Fläche  über  der  ;r-Ebene  voneinander  unterscheiden ;  etwa  durch 
die  Festsetzung,  daß  im  Nullpunkt  des  ersten  Blattes  s  =  1,  in  dem 
des  zweiten  s  =  —  1  sein  soll.  Dann  ist  z.  B.  das  Gebiet  Ä  da- 
durch definiert,  daß  es  den  Punkt  z  =  |,  s  =  -j-]/i  enthält;  B  ent- 
hält z  =  i,  s  =  —  ]/|  usf. 

Will  man  die  Abbildung  etwa  des  Gebietes  A^  auf  das  Gebiet 
A^  noch  näher  untersuchen,  so  mag  man  aus  den  Formeln  (3)  und 
(4)  noch  entnehmen,  daß  folgende  Linien  beider  Gebiete  sich  ent- 
sprechen ; 

m2  _  y2  ^  1  ^       ?<  >  0  ,       ü  >  0  .  .  .  .r  +  ?/  ]/ 3  =  0  ,       //  <  0  ; 

u  =  0,       0<M<1  ...  y  =  0,       0<A<1. 

Man  erhält  dadurch  je  4  Untergebiete,  die  einander  so  entsprechen, 
wie  in  der  Fig.  35   ange- 

/ 
/' 


geben. 

Wollte  man  noch 
weiter  gehen,  so  wäre 
es  hier  nicht  zweckmäßig, 
nach  den  Kurven  zu  fragen, 
die  den  Parallelen  zu  den 
Achsen  jeder  andern  Ebene 
entsprechen.  Dagegen  ist 
aus  Gleichung  (3)  und  (4) 
zu  entnehmen,  daß  den 
Hyperbeln  der  s-Ebene: 


I 


^ 


\ 
s-Ebeiie,  Z  \ 


Fig.  35. 
2uv  =  Co 


Kurven  der  2:-Ebene  entsprechen,  deren  Eigenschaften  sich  aus  ihren 
Gleichungen  in  Polarkoordinaten: 

Q^  cos  3  y  ^  1  —  (?j ,  *    (>^  sin  3  9?  =  —  Cg 

ergeben. 

§  65.   Die  allgemeine  Potenz. 

Wir  wollen  die  Definition  des  Zeichens 

1)  .  a^ 

auf  den  Fall  ausdehnen,    daß   a  und  b  beliebige  komplexe  Zahlen 
sind^: 


^  Für  positive  a  und  reelle  b  s.  A.  A.  §  35. 
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I.  Wir  verstehen  unter  der  allgemeinen  Potenz  a^  mit  der  Basis  a 
und  dem  Exponenten  b  soviel  wie 

2)  exp  {b  log  a).  ^ 

Als  Hauptwert  bezeichnen  wir  denjenigen,  der  sich  ergibt^  wenn 
in  (2)  für  log  a  der  Hauptwert,  für  den  wir  log  a  schreiben,  ein- 
gesetzt wird. 

Die  sämtlichen  Werte  des  Ausdrucks  (2)  unterscheiden  sich 
vom  Hauptwert  durch  Faktoren 

3)  ex^[b2k7ii)  (Ä  =±  1,    +  2,.  .  .). 

Diese  fallen,  wenn  b  keine  reelle  rationale  Zahl  ist,  für  verschiedene 
Werte  k  niemals  gleich  aus;    ist  aber  b  —  m\n  und  sind  m  und  n 

teilerfremde  ganze  Zahlen,   so  nimmt  exp    — V1j1—\  für  alle  ganzen 


Zahlen  k  nur  n  verschiedene  Werte  an,  nämlich  die  n  Werte  )/l; 

denn  die  Brüche  — ^  sind  bis  auf  hinzutretende  ganze  Zahlen   die 
n 

nämlichen    wie   die   Brüche        ,    wo    /  =  0,  1,  2,  .  .  .  n  —  1.     Somit 

n 

n  

hat  nach  Definition  I  a™'"  die  gleiche  Bedeutung   wie  ]'«'" . 

Die  allgemeine  Potenz  genügt,  wie  man  mit  Benutzung  der 
Eigenschaften  der  Funktion  exp  z  sofort  erkennt,  den  Funktional- 
gleichungen 

4)  a*  •  «*=  =  a^  +  % 

5)  (a^)'^=a'"-, 

insofern  jedem  Werte  der  rechten  Seite  einer  der  linken  entspricht, 
aber  nicht  umgekehrt.     Dagegen  ist  in  der  Gleichung 

6)  «<=  b"  =  [a  bY 

der  Wertevorrat  der  linken  Seite   der  nämliche  wie    derjenige    der 
rechten. 


'  Dabei  möge  unter  exp  w  die  Reihe  1  +  —  +  -^  +  ■  •  ■  (§40)  ver- 
standen werden.  Das  bisher  eindeutig  für  diese  Reihe  ebenfalls  gebrauchte 
Zeichen    c"    wird   durch  die  Definition  I   für  niehtganzznhliges  tv    mehrdeutig, 

W{1   +271  *') 

insofern    darunter    z.    B.    auch    die    Summe    der    Reihe    1  + rj + 

— ^^ — -j +  .  .   verstanden  werden  darf.     Was  früher  mit  e'"  gemeint  war, 

ist  jetzt  der  Hauptwert  von  e'"  geworden.  Doch  verabreden  wir:  Wenn  künftig 
der  Zusammenhang  erfordert,  daß  unter  c'"  ein  bestimmter  Wert  veretandon 
werde,  so  soll  es  der  llauptwert  sein. 
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Betrachtet  man  den  Exponenten  als  veränderlich,  so  wird  der 
Hauptwert 

(a-  =  exp(rlögfl) 


eine  ganze  transzendente  Funktion  von  z  und  das  gleiche  gilt  von 
jedem  anderen  Wert  a==.  Diese  unendlich  vielen  ganzen  Funktionen 
sind  aber  nicht  etwa  als  Zweige  einer  unendlichvieldeutigen  Funktion 
aufzufassen,  wie  z.  B.  die  unendlich  vielen  Weite  von  log 2:;  denn 
während  zwischen  diesen  ein  untrennbarer  stetiger  Zusammenhang 
besteht,  findet  beispielsweise  kein  stetiger  Übergang  längs  einer 
Kurve  von  exp  [z  log  a)  zu  exp  (r  (log  a  +  2  /T  ?])   statt.  ^ 

Lassen  wir  dagegen  den  Exponenten  fest  und  die  Basis  ver- 
änderlich, so  erhalten  wir,  wenn  der  Exponent  nicht  gerade  eine 
ganze  reelle  Zahl  ist,  eine  mehrdeutige  Funktion.  Die  Basis  sei 
beispielsweise  1  +  r,  dann  ist  nach  Definition 

8)  (l  +  z)^  =  exp(Mog(l  +  -)) 

mit  dem  Hauptwerte 

exp  (Ä  1^(1  +z)). 

Umkreist  z  Ämal  im  positiven  oder  negativen  Sinn  die  Stelle  —  1, 
so  ändert  sich  log(l  +  r)  um  +2Ä;rz;  die  Funktion  (8)  nimmt 
dann  den  Faktor  exp ( ±  Z»  2 ä  tt z)  an;  dieser  ist  nur  dann  eindeutig 
gleich  1,  wenn  b  eine  reelle  ganze  Zahl  ist,  er  ist  w-wertig,  wenn  b 
gleich  dem  reduzierten  Bruche  mjn  ist,  sonst  ist  er  unendlich  viel- 
wertig.  In  jedem  Falle  ist  (1  +  zf  für  alle  endlichen  r.  außer  für 
r  =  —  1  regulär;  .denn  es  existiert  der  Differentialquotient 


dz  1  +  *     ' 

wie  man  erkennt,  wenn  man   die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  von 
(7)  gliedweise  nach  a  differenziert. 

Falls  b  eine  ganze  Zahl  ^0  ist,  bleibt  (1  +  zf  auch  an  der 
Stelle  r  =  —  1  regulär;  und  wenn  b  eine  negative  ganze  Zahl  ist, 
verhält  sich  (1  -\-  zf  auch  an  der  Stelle  zr  regulär.  In  allen 
anderen  Fällen  sind  die  Punkte  —  1  und  jc  Verzweigungsstellen. 
Der  Hauptwert  ist  im  Kreisgebiete  j  z  |  <  1  stetig  (ebenso  jeder 
andere  Wert),  da  die  Verzweigungsschnitte  der  Funktion  log(l  +  z\ 
denen    entlang    die    Blätter    der  Riemann  sehen  Fläche    zusammen- 


'  Näheres  über  diese  Unterscheidung  9.  §  69. 
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hängen,  nicht  durch  dieses  Kreisgebiet  gehen,  sondern  längs  der 
negativ  reellen  Achse  von  —  1  nach  or  laufen  (§  56).  Die  Diffe- 
rentialquotienten des  Hauptwerts  sind  (nach  (9))  für  r  =  0: 

b,         h[b-\),         h{b-\){h-2),... 

IL   Daher  i§  37)  stellt  die  ,,binomische  Eeihe^^ 

10^  1     .     *   -  4.  bjb-l)  .2  .     Hb-  l)ib-2)  ^3 

10)  1  +  T~  +  ^TTy^'"    +  i^iT^ -+,-•• 

innerhalb  des  Einheitskreises  den  Hauptrcert  (1  -f  z^J'  dar.  (Die  Reihen- 
summe muß  für  einen  Punkt  innerhalb  des  Einheitskreises  deswegen 
gleich  dem  Hauptiverte  der  Funktion  sein,  weil  sie  sowohl  als  der 
Hauptwert  stetige  Funktionen  von  ;:  sind,  während  die  anderen  Werte 
von  (1  -\-  zY  sich  im  Einheitskreise  nirgends  stetig  an  den  Hauptwert 
anschUeßen;  da  nun  für  r  =  0  die  Reihe  den  Hauptwert  darstellt, 
kann  sie  für  kein  z  von  einem  Betrage  <  1  einen  anderen  Wert 
darstellen.) 

Für  reelle  z  und  b  wurde  das  gleiche  Ergebnis  auf  ganz  anderem 
Wege  A.  A.  §  57  gewonnen. 

Auf  Grund  von  II  sieht  man  auch  leicht  die  Richtigkeit  folgender 
Behauptung  ein: 

III.  Bedeutet  z  p  [z)  irgend  eine  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes 
konvergente  und  für  z  =  0  verschwindende  Potenzreihe,  so  kann  man 
auch  den  Jlauptwert  (1  -\- z\>{z)y  in  eine  nach  Potenzen  von  z  fort- 
schreitende Reihe  entwickeln,  die  in  einer  gewissen  Umgebung  des  Null- 
punkts konvergiert. 

Zum  Beweise  wird  man  diesen  Hauptwert  zuerst  nach  Potenzen 
von  Z  =  z\>[z)  entwickeln  (10)  und  die  erhaltene  Reihe  dann  auf 
Grund  des  Weierstrass  sehen  Doppelreihensatzes  in  eine  nach  Potenzen 
von  z  fortschreitende  umordnen.  (Statt  dessen  könnte  man  sich 
natürlich  auch  auf  die  Sätze  §  38,  XI  und  §  39,  IV  berufen.) 

§  66.   Die  Weierstrass  sehe  Produktdarstellung  ganzer 
transzendenter  Funktionen. 

Auf  Grund  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  kann  man  jedes 
Polynom 

n 
1=0 

mittels  seiner  w Nullstellen  a^,  a^,  .  .  .  «„  in  der  Form 

fjr-a,)(r-«j.  .  •  (r  -  «J 
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darstellen  oder  auch,  wenn  keine  der  Nullstellen  verschwindet,  in 
der  Form 

Wir  fragen  nun ,  ob  es  für  jede  ganze  transzendente  F^unktion 

oo 

eine  entsprechende  Darstellung  gibt.  Da  ist  zunächst  zu  antworten, 
daß  es  ganze  transzendente  Funktionen  gibt,  weiche  überhaupt  keine 
Nullstellen  besitzen,  z.  B.  e^  (§  40).     Allgemeiner  ist 

^  1  ^  2!  ^  3!  ^  •  •  ■' 
wenn  f/iz)  irgend  eine  ganze  rationale  oder  transzendente  Funktion 
bedeutet,  eine  ganze  transzendente  Funktion  G{z),  (wie  man  am 
einfachsten  auf  Grund  des  Weiersteass sehen  Doppelreihensatzes  er- 
kennt), und  G[z)  wird  für  keinen  Wert  von  g[z),  also  für  keinen 
Wert  von  z  Null.  Man  erkennt  leicht,  daß  (1)  die  allgemeinste  Form 
einer  ganzen  transzendenten  Funktion  ohne  Nullstellen  ist.  Denn 
ist   6^(2)    eine   solche  Funktion,   so  ist  auch  (nach  §  38,  XIa) 

c '  ('^^ 
und     .7-/~r  ^^^®  ganze  Funktion  (§  38,  V). 

VT  \/%  ) 

Bezeichnet  man  letztere  mit 

00 

1)  y  vb  z.-i=ifM.  1, 

1=1 

so  genügt  w  =  G\z)  der  Difierentialgleichuug 


w  , 


2) 

Setzt  man  also 

mit  der  willkürlichen  Konstanten  h^,  so  wird  die  Differential- 
gleichung (2)  von  den  Funktionen 

4]  VC  =  e3(^' 

befriedigt,  wovon  man  sich  durch  Differenzieren  überzeugt.  Zwei 
solche  Integrale  w[z)  und  ?T(z)  mit  den  Konstanten  h^  und  h^  stehen 
also  in  der  Beziehung 

Tc  (r)  =  ■  const.  ic  [z] ,      wo     cons1 .  =  c''»-'''', 


*  Dieser  Ansatz  emplieblt  sich  im  Hinblick  auf  das  Folgende. 
BuKKUARDT,  Funktionen.    I.  2.    Fünfte  Aufl.  16 
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zu  einander.  Um  nun  nachzuweisen,  daß  wir,  wie  behauptet,  in  (4) 
die  allgemeinste  ganze  Funktion  n-  =  G[z)  ohne  Nullstellen  gefanden 
haben,  haben  wir  nur  zu  zeigen,  daß  außer  den  gefundenen  keine 
weiteren  Lösungen  der  Differentialgleichung  (2j  vorhanden  sind, 
d.  h.  daß 
5  '       =  const. 

ist,  wenn  u\  (z)  eine  der  Funktionen  (4)  und  u-^  (r)  irgend  ein  weiteres 
Integral  von  (2)  ist;  aus  (2)  folgt  aber 

<M_<i^^O       oder 

^  ^l  (*) 


^Ä^O       oder  (§  35,  Vm; 
=  const. , 


d% 


w.  z.  b.  w.     Es  gilt  also  der  Satz: 

I.  Die  allgemeinste  ganze  Funktion  ohne  NvUstellev  hat  die  Form 

tvo  g{z)  eine  beliebige  ganze   Funktion  sein  kann. 
Daraus  folgt  ohne  weiteres: 

II.  Die  allgemeinste  ganze  Funktion  mit  den  Aulhtellen^  a^,   «j  . 
«2  ,  .  .  .,  a^j  hat  die  Form 

[z  -  a^){z  -  rtjlr  -  a^)...{z  -  aje9  '=> 
Wir   fragen   weiter   nach  der  Form   der  allgemeinsten  ganzen 
Funktion  r{z)  mit  den  unendlich  vielen  Nullstellen  ^ 

6)  a^  ,  öj  ,  «2 .  «3  •  •  •  • 

Von  vornherein  ist  klar,  daß  die  a^  der  Bedingung 

7\  lim  I  a^  I  =  jc 

'  )■  ->■  oo 

genügen  müssen,  da  eine  ganze  Funktion  im  Endlichen  keine 
Häufungsstelle  von  Nullstellen  besitzen  kann  (§  38,  IX).  Finrr  icciterm 
Beschränkung  als  (7)  nnterliegen  die  Nullstellen  einer  ganzen  Funktion 
nicht^',  doch  machen  wir  hier  der  Einfachheit  halber,  genau  wie  in 

'  Jede  werde  hier  80  oft  aufgeführt,  als  ihre  Vielfarhheit  betrügt. 
*  Vgl.  §  67. 
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§51,  vorerst  die  weitere  Voraussetzung,  daß  mit  einem  gewissen  ganz- 
zahlige Exponenten  k  die  Reihe 

konvergiert.  Damit  ist  zugleich  vorausgesetzt,  daß  die  Null  nicht 
zu  den  a^,  gehört,  was  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  be- 
deutet; denn  ist  es  uns  gelungen,  eine  Funktion  r{z)  mit  den  vor- 
geschriebenen von  Null  verschiedenen  Nullstellen  a^,  zu  bilden,  so 
können  -wir  hinterher  durch  Muitiphkation  mit  z'  die  NuUstelle  z  =  0 
in  r-facher  Vielfachheit  hinzufügen.  Wenn  es  nun  eine  ganze  Punk- 
tion r{z)  mit  den  Nullstellen  (6)  gibt  so  ist 

r{x) 

eine  eindeutige  Funktion  ^  (z),  die  für  alle  endlichen  z  4=  «,,  regulär 
ist;  an  den  Stellen  a^  aber  hat  (f{z)  einfache  Pole  mit  dem  Residuum  1 
(§  46,  I).  Die  allgemeinste  Funktion  (p  (z)  mit  diesen  Eigenschaften 
können  wir  nach  §  51  bilden: 

9)  'f{z)  =  ^\t::\^  ^  +-^  +  "-  +  ^]  +  r/i~^'. 

Hier  bedeutet  (/'  (z)  eine  willkürliche  ganze  Funktion,  der  wir  wieder 
die  Form  (1)  geben. 

Wenn  es  also  überhaupt  eine  ganze  Funktion  lo  =  r{z)  mit  den 
vorgeschriebenen  Nullstellen  a_,  gibt,  so  muß  sie  (für  alle  Stellen  z  =(=  oj 
einer  Differentialgleichung 

10)  ^  =  ^W      ■ 

genügen,  wo  für  (f  [z)  die  rechte  Seite  von  (9)  mit  einer  bestimmten 
stets  konvergenten  Reihe  ^'{z)  eingesetzt  zu  denken  ist.  Wir  lassen 
diese  ganze  Funktion  (/' [z]  willkürlich  und  bestimmen  die  Gesamtheit 
der  Lösungen  der  Differentialgleichung  (10);  es  wird  sich  herausstellen^ 
daß  umgekehrt  jede  dieser  Lösungen  eine  ganze  Funktion  ist,  welche 
die  Punkte  a^,  und  nur  diese  zu  Nullstellen  hat. 

-  In  jedem   einfach   zusammenhängenden   den   Nullpunkt,   jedoch 
keinen  der  Punkte  a^  enthaltenden  endlichen  Gebiete  33  ist  nach  §  36 

z 

J'(p[z)dz  vom  Wege  unabhängig  und  eine  reguläre  analytische  Funk- 

0 

tion  0(z).     Man  kann  sich  ein  solches  Gebietes  verschaffen,  indem 

man  von  allen  Punkten  o    einander  nicht  schneidende  Einschnitte  1'^ 

nach   00   zieht.     In  $8    stellt    0  (z)    einen    eindeutigen  Zweig   einer 

16* 
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unendlich  vieldeutigen  Funktion  ^(z)  dar;  überschreitet  r  nämlich 
irgend  einen  der  Schnitte  2_,  so  geht  0  (ri  genau  wie  die  Funktion 
log(2:-  a„)  (vgl.  §56)  in 

0iri  +  2;r?       oder       0iri  — 27rj 
über  je  nach  dem  Sinne  der  Überschreitung.     Die  Funktion 

11>  exp  (0|zl)  =  exp  (/^^(zlrfz) 

0 

ist  nach  §  38,  XI  in  33  ebenfalls  regulär,  sie  ändert  sich  aber  nach  §  41 
nicht,  wenn  z  einen  der  Schnitte  2^,  überschreitet,  d.  h.  man  braucht 
in  (11)  den  Integrationsweg  nicht  auf  das  G-ebiet  ^  zu  beschränken 
und  darf  ihn  ganz  willkürlich  lassen,  falls  er  nur  die  Punkte  o^, 
meidet,  m.  a.  W.  man  darf  in  (11 1  den  eindeutigen  Zweig  <Ji(z)  durch 
die  unendlichvieldeutige  Funktion  0iz)  ersetzen  und  erhält  wegen 
der  Periodizität  der  Exponentialfunktion  doch  eine  eindeutige  ana- 
lytische Funktion  w\z],  die  für  alle  endlichen  z,  die  Punkte  a,  allein 
möglicherweise  ausgenommen,  regulär  ist  und  der  Differentialgleichung 
(lOi  genügt. 

Das  in  (11)  vorkommende  Integral  können  wir  nach  §  28,  VIII 
aus  (9)  durch  gliedweise  Integration  gewinnen: 

0    •  .•  =  "     .  *" 

wo  nun 

12')  !/{=)  =  ^^.='- 

Nun  ist,  wenn  u^  +  u^  -\-  n^  -]-  . . .  irgend  eine  konvergente  Reihe  ist, 
wegen  der  Stetigkeit  der  Exponentialfunktion: 

7i  OO 

gu„+», +«,+  ...  =  lim e"" +"■+■••  +  "«  =  lim  {je".-  =  ]]  e'>  . 

n->oo  74— >-oo  1=0  1=0 

Wendet  man  dies  auf  (11),  (12)  an,  so  findet  man  (für  irgend  einen 
endlichen  Wert  z  :^  aj: 


13)  u,{=^=''-"'^l\\{^--t) 


e  '' 


"^   ö i  +  •  •  •  H T 


Lassen  wir  iu  diesem  unendlichen  Produkte  den  dem   Werte  r  =  u 
entsprechenden  Faktor 


«_  In..-  •-    K 


u)  (i  -  ,-1.)  /• 

weg,    so    verliert   der   Punkt    «„    seine  Ausnahmestellung    und    man 
erhält    eine    auch    an  dieser  Stelle    reguläre  Funktion.     Andrerseits 
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ist  (14)  eine  ganze  an  der  Stelle  z  =  a,^  verschwindende  Funktion. 
Nach  der  Festsetzung  von  §  43,  I  haben  wir  somit  an  den  bisher 
ausgeschlossenen  Stellen  z  =  a^^  («  =  0, 1, 2, . . .)  die  Funktionswerte  w{z) 
als  durch  die  Gleichungen 

15)  'M«J  =  0 

bestimmt  anzusehen.     Dann  gilt  also 

III.  Die  Funktion  {13]  ist  eine  ganze  transzendente  Funktion  mit 
den  vorgeschriebenen  Nidlstel/en  »„ ,  aj,  a.^,  a^,  .  .  .  . 

Da  wir  sowohl  bewiesen  haben,  daß  jede  ganze  Funktion  mit 
diesen  Nullstellen  der  Differentialgleichung  |10)  genügt^  als  auch, 
daß  irgend  zwei  Lösungen  w^  (r),  w^  [z]  einer  solchen  Differential- 
gleichung in  der  Beziehung 

^  =  const 

zueinander  stehen,  so  erhält  man  die  allgemeinste  ganze  Funktion 
mit  den  vorgeschriebenen  Nullstellen  a^,  a^,  a^,  a^,  .  .  . ,  indem  man 
den  gefundenen  Ausdruck  (13)  noch  mit  einer  willkürlichen  Kon- 
stanten multipliziert;  das  geschieht  am  einfachsten  dadurch,  daß 
man  der  ganzen  Funktion  g{z)  {12')  noch  ein  willkürliches  konstantes 
Glied  b^  gibt.  Die  ganze  Funktion  g  (z)  ist  mithin  völlig  willkürlich ; 
man  kann  z.  B.,  wenn  man  bloß"  irgend  eine  ganze  Funktion  r{z) 
mit  den  Nullstellen  a^,  haben  will,  alle  Koeffizienten  b^  von  g{z) 
gleich  Null  setzen,  d.  h.  man  kann  dann  den  Faktor  e»(^)  auf  der 
rechten  Seite  von  (13)  weglassen. 

Beispiel:  Wählt  man  für  cp{z)  die  in  §  52  (2)  und  (14)  ab- 
geleiteten Partialbruchreihen  der  Funktionen  cot  tt  z  und  cot  tt  (a  +  z), 
so  findet  man  die  Darstellungen: 


16)  sm7tz=7tzl([{l-^)e'] 
und 

17)  sin  TT  (a  +  r)  =  sin  tt  a  «''^cot^a  111  (^ Z~) ''''""    ' 

>■=  — oo 

insbesondere  für  a  =  \: 

18)  eos.z=][{(l-^^).^}- 

Der  Akzent  am  Produktzeichen  in  (16)  bedeutet^  daß  v  alle  positiven 
und  negativen  ganzzahligen  Werte  annehmen  soll,  aber  nicht  den 
Wert  Null.. 
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Faßt  man  in  den  Produkten  il6)  und  (18)  je  zwei  Faktoren 
zusammen,  die  zu  entgegengesetzt  gleichen  Werten  von  i^,  bzw.  21/  —  1 
gehören,  so  erhält  man  die  bekannten  Darstellungen  (A.  A.  §65): 

19)  sin;rr  =  ;ir]_[(l--^), 

.=1 

+.0O 

20.  ^»^"-'  =  11(1-72^, 


§  67.    Zweiter  Beweis  des  Mittag-Leffler  sehen  Satzes. 

Unserem  Beweise  des  Mittag-Lefflee sehen  Satzes  in  §  51 
lag  die  Voraussetzung  zugrunde,  daß  für  einen  gewissen  ganzzahligen 
Exponenten  n  die  Reihe 

00 

^  KT 

r  =  0 

konvergiert.  Wir  wollen  uns  von  dieser  Voraussetzung  frei  machen 
und  nur  voraussetzen,  daß 

1)  lim  aj  =  oc 

r— >-oo 

ist.  Haben  wir  unter  dieser  erweiterten  Voraussetzung  den  Mittag- 
Leffler  sehen  Satz  bewiesen,  so  können  wir  nach  dem  in  §  66  ein- 
geschlagenen Verfahren  die  allgemeinste  ganze  Funktion  mit  vor- 
geschriebenen Nullstellen  a^  (die  notwendigerweise  der  Bedingung  (1) 
genügen)  bilden. 

Wir  stellen  uns  folgende  Aufgabe,  die  auch  in  anderer  Hinsicht 
über  die  in  §  51  gelöste  weit  hinausgeht: 

I.  Es  soll  eine  im  EndUchen  außer  an  den  Stellen  a^  [v  =  0,  1,  2, ...) 
überall  regidäre  Funktion  F[z)  gebildet  werden,  welche  sich  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  a^^  tcie  die  vorgeschriebene  für  alle  z  ^-  a^  reguläre 
Funktion  ^ 

verhält;  d.  h.   an   d^r  Stelle  a^  soll 

3)  J'{^)-(Pni^) 

regulär  sein  [n  —  0,  I,  2,  .  .  .). 

'  D.  h.  also:  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  stellt  eine  endliche  Reihe  oder     j 
eine  unendliche,  die  für  alle  z  4=  (',>  konvergiert.  j^ 
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.Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  keine  der  Zahlen  «^,  Null 
sei.     Ferner  seien  die  «,,  so  geordnet,  daß 

4)  I  «0  I  ^  I  «1  I  =  I  «2  I    •   •  • 

gilt. 

Da  die  Funktion  (p^[z)  im  Kreisgebiete 
regulär  ist,  kann  sie  in  eine  Reihe 

..(=0 

entwickelt  werden,  die  im  Kreisgebiete  ^ 

gleichmäßig  konvergiert.     Es  gibt  also   eine  ganze  positive  Zahl  m^ 
der  Art,  daß  die  Reihe 

im  Gebiete  (7)  dem  Betrage  nach  <  -;^   ist:^ 


9)  IV^n(^)l<-i-.  falls 


2" 

,    _    1 


2"  '     -n^yl«. 


Die  Funktion   ^Jz),  deren  Element  die  Reihe  ^p,^{z)  (8)  ist,  ist 
eindeutig  und  abgesehen  von  den  zwei  Punkten  a^^  und  pc  regulär: 

tlln  —  I 

Wir  zeigen  nun,  daß  die  Reihe 

oo 

11)  F{z)  =  :£w^{z) 

die  Aufgabe  I  löst.  Ist  nämlich  z  irgend  eine  Zahl  4=  f^,.  ^"^  ^ 
irgend  eine  positive  Zahl  >!^  ,  so  bestimme  man  n  durch  die 
Bedingung 

dann  stellt  nach  dem  Weierstrass sehen  Doppelreihensatze  (wegen 
^9))  die  Reihe 

12)  ±W{z) 


*  Für  den  Beweis  könnte  man  auf  der  rechten  Seite  von  (7)  statt  |  j  a„  | 

auch    irgend  eine  Zahl   <  \a„\,    die   mit  n  ins  Unendliche  wächst,    einsetzen; 

00 
ebenso  auf  der  rechten  Seite  von  (9)  irgend  eine  Zahl  e„  >  0,  sofern  nur  2  ^n 
.konvergiert.  "~ 
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eine  im  Gebiete  \z\<R  reguläre  Funktion  F^/^z)  dar;  die  Funk- 
tion F{z)  besitzt  also  in  diesem  beliebig  großen  Kreisgebiete  keine 
Singularitäten  außer  denen  der  n  Funktionen  ^,,  U)  oder  rf^\z)  für 
r  =  0,  1,  2,  .  .  .  7i  —  1 ;  an  jeder  Stelle  a,  aber,  für  die  j  a^  <  i?  gilt, 
also  schließlich  an  jeder  Stelle  a, ,  verhält  sich  F(z)  —  (f^{z)  regu- 
lär, w.  z.  b.  w. 

Sollte  die  Null  zu  den  a_  hinzutreten,  so  hätte  man  zu  F[z] 
nur  noch  eine  Funktion 

oo 

zu  addieren. 

Aus  der  gefundenen  Lösung  der  Aufgabe  I  erhält  man  die  all- 
gemeinste, wie  in  §  51,  durch  Addition  einer  beliebigen  ganzen 
Funktion  G(z]. 


SECHSTER  ABSCHNITT. 


Analytische  Gebilde  und  KiEMANNsche  Flächeu. 

§  68.     Die  Umkehrung  einer  analytischen  Funi<tion  an  Ausnahme- 
stellen. 

Als  wir  in  §  46  a  die  Umkehrung  der  Funktion  w  =  /'(z)  in  der 
Umgebung  der  Stelle  z^  betrachteten,  mußten  wir  /"{z^)  als  von 
Null  verschieden  voraussetzen.  Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  daß 
/•'(rj  =  0  ist  und  daß 

1)  w  =  f\z) 
eine  Taylor  sehe  Entwicklung 

2)  w  =  a,  +  «„  (c  -  r/  +  a„^j  [z  -  r,)"  +  i  -f  .  .  . 
besitzt,  wo  w  >  1   und  a^  4=  ^  ist.     Setzt  man  dann 


31  t  =  l'/^-"^  . 

I  a„ 

80  folgt  aus  (2/ 

4)         t  =  {z-  rj  (l  +   "^  (r  -  =o)  +  "^  (--  -  --o)*  +•••)" 
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Die  Klammer  auf  der  rechten  Seite  von  (4),  die  den  Exponenten 
Ijn  hat,  gestattet  in  der  Umgebung  der  Stelle  r^,  eine  Entwicklung 
(§65,  III) 

5)  \+h^[,-,^)  +  b,[z-z,f+  .... 

Allerdings  sind  wegen  der  /«-Wertigkeit  der  n*ö°  Wurzel  noch  (n—  1) 
andere    Entwicklungen    möglich,  die    sich    von    (5)    durch   Faktoren 

2k7ii 

6)  •  e'~^     {k  =  \,  2  .  .  . ,  n  -  1) 

unterscheiden.  Doch  genügt  es,  eine  der  möglichen  Entwicklungen, 
beispielsweise.  (5)  zu  benutzen.  Setzt  man  diese  in  (4)  ein,  so  er- 
hält man 

7)  t^'^-z^^b,{z-  z,f  -Vb,[z-  z,f  +  .  .  . . 
Diese  Reihe  aber  läßt  sich  nach  §  46a  umkehren: 

8)  z-z,^t+c^t'  +  c,t^^  .... 

Da  t  nach  (3)  eine  n  deutige  Funktion  von  ic  ist,  entsprechen  somit 
jedem  Werte  ?«  der  Umgebung  von  a^,  n  Werte  z  in  der  Umgebung 
von  Cq  (in  Übereinstimmung  mit  §  46  a,  VII).  Diese  n  Werte  werden 
die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  von  (8)  geliefert,  wenn  man  für  t 
durch  die  n  sich  aus  (3)  ergebenden  durch  die  Faktoren  (6)  vonein- 
ander verschiedenen  Werte  einsetzt.  Hätten  wir  statt  (5)  eine  der 
erwähnten  anderen  {n  —  \)  ebensogut  möglichen  Reihen  verwendet, 
so  wäre  das  bloß  auf  eine  Vertauschung  jener  n  r-Werte  unterein- 
ander hinausgelaufen.     Die  Umkehrfunktion 

9)  z  =  cf  [w) 

besitzt  also  bei  lo  =  a^  eine  Verzweigungsstelle  [n  —  ly*"^  Ordnung; 
ihre  RiEMANNsche  Fläche^  hat  daselbst  einen  Windungspunkt 
(w  —  !)*•-■■    Ordnung.      Als   Funktion    von    ic   verhält    sich    z    an   der 

Stelle  IC  =  a^  nicht  regulär,  da  der  Difierentialquotient  -j^  dort  un- 
endlich wird.  Dagegen  ist  (p  (w)  „auf  der  Fläche",  d.  h.  als  Funktion 
von  t  betrachtet  an  der  Verzweigungsstelle  regulär.  Überhaupt 
nennen  wir,  wie  auch  bei  früheren  Beispielen  und  wie  auch  in  einigen 
weitereu  gleich  nachher  anzugebenden  Fällen  eine  Funktion  an 
einer  Verzweigungsstelle  auf  der  Fläche  regulär,  wenn  sie  als  Funk- 
tion der  zugehörigen  ,,uniformisierenden  Hilfsveränderlichen"  /  bei 
^  =  0  regulär  ist;  wir  sagen,  sie  besitze  an  der  Verzweigungsstelle  einen 


*  Die  allgemeine  Definition  der  Riemanx  sehen  Fläche  für  irgend  eine 
analytische  Funktion  folgt  im  nächsten  Paragraphen;  in  §  70  wird  auch  die 
Untersuchung  der  Urakehrung  einer  Funktion  zum  Abschluß  gebracht. 
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Pol  A'"  Ordnung,  wenn  sie  als  Funktion  von  t  au  der  Stelle  f  =  0 
einen  Pol  dieser  Ordnung  hat  usw. 

Die  Überlegungen  dieses  Paragraphen  sind  noch  auf  die  Fälle 
zu  übertragen,  wo  eine  der  Zahlen  r^,  r/^  (Fall  a,  h)  oder  beide 
gleich  :/:  werden  (Fall  c). 

a)  10  —  f\z)  sei  in  der  Umgebung  des  Punktes  z  =  oc  regulär: 

10)  u-  =  «,  +  ^  +  ^|  +  . ..+!,»-+...; 

wenn  a^^  der  erste  nicht  verschwindende  der  Koeffizienten  a^,  a^,  .  .  . 
ist  (n^  1),  so  setze  man  wie  vorhin 

worauf  man  wie  oben  die  ümkehrung 

12)  ^  =  t-]-  c^f^  -\-  c^t^  +  .  .  . 
findet  und  daraus  durch  Division 

13)  z=^\^d^  +  d^t  +  d^e'+  ... 

Die  Umkehrfunktion  hat  also  auf  der  Fläche  für  lo  ---  a^  einen  Pol 
erster  Ordnung  und  falls  n  >  1  ist,  zugleich  eine  Verzweigungsstelle 
[n  —  1)'"  Ordnung. 

b)  Die  Funktion  m;  =  f'{z)  habe  an  der  Stelle  z  =-  c^  einen  Pol 
n^'"''  Ordnung  {n  ^  1): 

'")    '"  =  <^  +  IJ^-T  +  ■  ■  ■  +  <'o  +  '',(--^o;  +  •  ■ .; 

wir  setzen 

15)  t 


=  {/- '- 


und   finden   dann   aus  (14)  die  in  der  Umgebung  der  Stelle  r^  kon- 
vergente Keihe 

16)  /=_L^+^,^4-Z-^(z_r„)+  ..., 

Z   —    Zq 

also 

1 7)  )   -  (c  -  rj  +  c,  (r  -  z,f  +  c,  {=  -  z,f  +  .  .  . 

und  durch  Umkehrung  nach  §  46a 

18)  =-=o  =  ]-  +  ^  +  f+'-" 

Die  Umkehrfunktion   z  =  (f  {w]  verhält  sich  also  in  der  Umgebung 
der  Stelle  er,   die   auf  ihrer  Riemann sehen  Fläche^   dem  Werte  r„ 

'  Vgl.  die  Aumerkung  S.  249. 
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entspricht,  regulär;  für  n  p-  1  ist  diese  Stelle  oo  eine  Verzweigungs- 
stelle [71  —  l)'«""  Ordnung. 

Endlich  werde  noch  der  Fall  c  betrachtet,  iu  welchem  die 
Funktion  w  =  f'{:)  an  der  Stelle  r  =oo  einen  Pol  /i'^''  Ordnung  hat: 

19)  w  =  a_,.  z'  +  «_,.+  j  --1  +  .  .  .  -f  a„  +  r/j  c-i  +  .  .  .  ; 
wir  setzen 

20)  t^f^ 
und  linden 

21)  \—=  +  ^o-^~  +  ^+"-. 
also 

22)  ^  =  l  +  f^  +  ^+... 

und  durch  Reihenumkehr  nach  §  46  a 

23)  l.==t-j-d^t'-{-(/^i^+..., 
mithin 

24)  r  ='--^ff^+ff^t  +  p.^i^+... 

Durch  diese  Reihe  wird  die  Umkehrfunktion  in  der  Umgebung 
der  Stelle  w  =00  dargestellt;  sie  hat  daselbst  einen  Pol  erster  Ord- 
nung und,  falls  n>  1,  zugleich  einen  Verzweigungspunkt  {n  —  If^'^ 
Ordnung. 

Bisher  betrachteten  wir  die  Umkehrung  der  Funktion  /"(;:)  nur 
an  solchen  regulären  und  außerwesentlich  singulären  Stellen,  in 
deren  Umgebung  f\z)  eindeutig  blieb.  Hat  aber  f{z)  bei  z  =  z^ 
einen  Verzweigungspunkt  {n  —  1)'"  Ordnung,  in  dessen  Umgebung 
eine  Entwicklung 

25)  n^)-:E^ciS{^-^o)^)' 

mit  höchstens   einer  endlichen  Anzahl  negativer  Exponenten  v  gilt, 
so  braucht  man  nur 

.26)  (^,_-j^=^ 

zu  setzen,  um  den  Fall  auf  den  vorigen  zurückzuführen;  entsprechen- 
des gilt,  wenn  es  sich  um  den  Punkt  oo  statt  z^  handelt,  wenn  also 

in  (25)  und  (26)  überall  —  statt  {z  —  z^)  steht,     t  ist  hier  „unifor- 

misierende  Hilfsveränderliche"  für  die  Verzweigungsstelle    z^.     (Der 
Gleichförmigkeit    wegen    kann    man   auch,    wenn    z^^    und    00    nicht 
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Yerzweigungsstellen  sind,  r  =  r  —  r^  und  r  =  _;  als  [uniformisierende] 
Hilfsveränderliche  einführen.) 

Das  Hauptergebnis  dieses  Paragraphen  können  wir  folgender- 
maßen zusainmfassen: 

I.  Verhält  sich  die  Funktion  w=  f(z)  tiuf  ihrer  Fläche  an  der 
Stelle  Zq,  die  auch  oo  und  auch  eine  Verziveigmigsstelle  sein  darf, 
regulär  oder  außer  wesentlich  singulär,  so  verhält  sich  die  Umkehrfunk- 
tion z  =  (f{w)  auf  ihrer  Fläche  an  der  entsprechenden  Stelle  w^  =  f[z) 
regulär,  wenn  z^  endlich  ist,  sie  besitzt  daselbst  einen  Fol,  wenn  Zq=o::) 
ist.  Die  Stelle  w^  ist  eine  Fer zweigung s stelle  [n  —  1)'^''  Ordnung^,  wenn 
die  Entwickelung  von  f{z)  nach  Potenzen  der  zur  Stelle  z^  gehörigen  uni- 
formierenden Hilfsveränderlichen  r  mit  der   Potenz  r"  oder  t~"  beginnt. 

Entspricht  der  Stelle  z^,  die  keine  Verzweigungsstelle  sein 
möge,  aber  oo  sein  darf,  eine  Terzweigungsstelle  [n  —  l)*^""  Ordnung 
ui^  =  f[zQ)  der  z^Fläche,  so  wird  ein  Winkel,  dessen  Scheitel  z^  ist, 
in  einen  w-mal  so  großen  Winkel  mit  dem  Scheitel  ic^  transformiert. 
Denn  die  Umgebung  der  Stelle  r^,  wird  hmform  auf  die  Umgebung 
der  Nullstelle  der  zum  Punkte  w  gehörigen  uniformierenden  Hilfs- 
veränderlichen t  abgebildet  (vgl.  (8),  (12),  (18),  (24)),  während  anderer- 
seits letztere  Umgebung  mit  Ver-rt-fachung  der  Winkel  auf  die  Um- 
gebung des  Verzweigungspunkts  abgebildet  wird  (§  68). 

Genau  so  erkennt  man:  entspricht  einem  (n  —  l)fachen  Ver- 
zweigungspunkte Cp  ein  [m  —  l)facher  w^,  so  entspricht  einem  Wiukel  a 

mit  dem  Scheitel  z^   ein  Winkel   gleich  —  a  mit  dem  Scheitel  ic^. 

Die  letzten  Sätze  geben  Aufschluß,  wie  die  Konformität  der  Ab- 
bildung an  Ausnahmepunkten  unterbrochen  wird. 

Eine  Entwicklung  der  Form  (25)  gilt,  falls  alle  Exponenten  v 
positiv  sind,  in  einem  wfach  überdeckten  Kreisgebiete: 

27)  ^:     lz-z,i<o, 

dagegen,  falls  einzelne  der  v  negativ  sind,  in  einem  Gebiete: 

28)  k:    0  <    z-z^    <Q. 

In  beiden  Fällen  kann  mau,  wenn  z^  ein  von  z^,  verschiedener  Punkt 

des  Konvergenzgebietes  ft  ist,  (r  —  rj"  nach  Potenzen  von  (r— 2,^ 
entwickeln: 

29)      (.  -  v'  =  (i  --.  -  --0)'  (1  +  ^-I^)"  (^gi-  §  ö5  (10)); 

'  Der  Kürze  des  Ausdrucks  halber  möge  inau"unter  eiuer  Verzweigungb- 
atelle 0*"^  Ordnung  eine  gewöhnliche  Stelle  verstehen,  d.  h.  eine,  die  keine  Ver- 
zweigungsstelle  ist. 
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da  es  n  Punkte  z^  in  Ji¥  gibt,  gehört  zu  jedem  gerade  eine  der  infolge 

»1 

der  n-Deutigkeit  von  ^z^  —  z^  n  verschiedenen  Entwicklungen  (29). 
Setzt  man  die  Entwicklungen  (29)  in  (25)  ein  und  benutzt  man 
den  Weiersteass sehen  Doppelreihensatz,  so  erhält  man  eine  in  einer 
gewissen   Umgebung  der  Stelle  z^  gültige  Entwicklung: 

30)  /V)  =  ^(^-^i); 

in  der  Reihe  ^^(z  —  rj  kommen  Potenzen  von  ^  —  Cj  mit  nur  positiven 

ganzzahligen  Exponenten  vor. 

IL  Man  sayt  mit  erweiterter  Bedeutung  eines  früheren  Ausdrucks 
(§  39  a):  Die  Potenzreihe  \30\  ist  aus  dem  ,^irregulärert."  Funktions- 
elemente [25]  abgeleitet  worden. 

Wir  zeigen  weiter: 

III.  Es  kann  auch  das  irreguläre  Funkiionselement  [25]  aus  dem 
regulären  \30]  abgebildet  werden. 

Wir  setzen: 
311  z  —  -^  =  \  z— z^\  —  [z^  —  z^] 

n  n 

=   T     —  Tj     , 

also 


321  T=yz.-z,r     r,  =  ]/z,-z,. 

Dadurch,  daß  wir  einen  bestimmten  der  n  Punkte  z^  von  i^  ins 
Auge  fassen,  ist  r^  eindeutig  und  somit  auch  durch  die  Forderung 
der  Stetigkeit  r  ifür  alle  z  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  z^) 
eindeutig  bestimmt.  Durch  Einsetzen  von  (31)  in  (30)  erhält  man 
eine  Reihe,  die  nach  §  50  eine  in  der  Umgebung  der  Stelle  r  =  r^ 
reguläre  Funktion  von  z  darstellt.  Diese  kann  man  somit  (etwa  mit 
Benutzung  des  Weiersteass  sehen  Doppelreihensatzesj  als  Potenzreihe 

33l  P(T  —  Tj) 

darstellen.  Halten  wir  nun  an  der  ursprünglichen  Voraussetzung 
fest,  daß  p(T  —  r^l  das  Element  einer  Funktion  (25)  sei,  die  in  einer 
gewissen  Umgebung  der  Stelle  r  =  0  regulär  ist  und  nur  im  Punkte 
T  =  0  selbst  möglicherweise  einen  Pol  der  Ordnung  k  besitzt,  so 
können  wir 

T*  pir  —  Tj) 

nach  Potenzenvon  r  mit  positivem  ganzzahligen  Exponenten  ordnen 
und  gewinnen  dadurch  schließlich  die  Reihe  |25j. 

Die  vorstehenden  Überlegungen   übertragen   sich  ohne  weiteres 

auf  den  Fall,  wo  in  r25i        statt  z  —  z^  steht,  d.  h.  wo  der  Punkt  r^, 

nach  Q^  gerückt  ist.  Ist  n  =  1,  so  liegt  kein  Verzweigungs- 
punkt vor;   dann  treten  im  Falle  eines  endlichen  z^,  das  kein  Pol 
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ist,  an  Stelle  der  vorausgehenden  Festsetzungen  und  Überlegungen 
unmittelbar  die  des  §  39  a;  vgl.  a.  die  näheren  Ausführungen  von 
S.  255  zum  Falle  z^  =  oo. 

§  69.     Definition  der  analytischen  Funktion. 

Unsere  Definition  einer  „in  einem  Bereich  B  regulären  ana- 
lytischen Funktion"  (§  33)  gab  zunächst  kein  Mittel  an  die  Hand, 
um  auch  nur  eine  solche  Funktion  zu  bilden,  abgesehen  von  den 
rationalen.  Später  aber  i§§  37,  3&i  erkannten  wir,  datJ  eine  analytische 
Funktiori  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  ihres  gegebenen  Regularitäts- 
bereichesS  durch  eine  TAYLORsche  Reihe  dargestellt  werden  kann,  und 
daß  umgekehrt  jede  TATLORsche  Reihe  mit  von  Null  verschiedenem 
Konvergenzradius  eine  in  ihrem  Konvergenzkreis  reguläre  analytische 
Funktion  darstellt.  Wir  sahen  damals  außerdem  folgendes:  Wenn  eine 
in  einem  Bereich  B  reguläre  analytische  Funktion  gegeben  ist,  so  ge- 
nügt es,  ein  ,, Funktionselement"  ^(z  —  z^}  zu  kennen,  damit  aus  ihm 
„durch  analytische  Fortsetzung"  die  Funktion  für  alle  Stellen  des  Be- 
reiches berechnet  werden  kann,  und  zwar  kann  für  den  zu  dem  Aus- 
gangselement gehörigen  Punkt  z^  irgend  eine  Stelle  in  B  gewählt  wer- 
den. Dies  bleibt  offenbar  alles  noch  gültig,  wenn  wir  jetzt  und  künftig, 
ebenso  wie  in  den  vorhergehenden  Paragraphen,  Bereiche  zulassen, 
welche  die  Ebene  mehrfach  überdecken  is.  z.  B,  Fig.  35,  S.  2561. 

Nun  entsteht  die  Frage: 

Kann  man  die  Definition  der  analytischen  Funktion  nicht  vielleicht 
auch  auf  solche  z  ausdehnen,  die  dem  ursprünglich  gegebenen  Begidaritäts* 
bereich  nicht  angehören? 

Diese  Frage  erledigen  wir  durch  folgende  Definition,  durch 
welche  die  Erklärung  einer  in  einem  gegebenen  Bereiche  B  regulären 
analytischen  Funktion  zur  Erklärung  der  analytischen  Funktion 
schlechthin  vervollständigt  w^ird: 

I.    Eine  analytische  Funktion  f\z\  ist  die  Gesamtheil  der  Funktion^- 

elemente  ^  \z  —  z')  und  Sß  l  — ),  welche  aus  einem  gegebenen  Funktions- 
element ^(z  —  Tyl  durch  unmittelbare  und  mittelbare  analytische  Fort- 
setzung gewonnen  werden  können.  (Unter  ^  verstehen  wir  immer  eine 
Potenzreihe  mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten,  nicht  jedesmal 
die  nämliche.) 

Die  Funktionselemente  ^  (     )  sind  hier  mit  hinzugenommen,  um 

den  zu  ihnen  gehörigen  Punkt  er,  falls  sich  die  Funktion  in  seiner 
Umgebung  regulär  verhält,  nicht  anders  als  einen  Punkt  im  Endlichen 
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zu  bebandeln.  Man  findet  diese  Funktionselemente  aus  dem  beliebigen 
Funktionselemente ''^^sir  —  z^),  zu  dem  ein  Punkte  ^  0  gebort,  folgender- 
maßen: 

Man  setzt  in  '>^n(z  —  z^) 


1,  .  =  i 


u 


dadurcb  gebt  ']>|r  —  z^\  in  eine  in  der  Umgebung  der  Stelle  u  =   ^ 

reguläre  Funktion^  die  daselbst  in  eine  Potenzreibe  p  [  ?<  — ^  ]  ent- 
wickelt werden  kann.  Kann  man  aus  dieser  durob  Fortsetzung  eine 
nacb  Potenzen  von  u  fortscbreitende  Reibe  Pji?<i  berleiten,  so  erbält 
man  aus  ihr  das  gesuchte  Element ^^  [  |,  indem  man  die  Substitution 
1 1  (-wieder  rückgängig  macht.  In  gleicher  Weise  kann  man  umgekehrt 
^5(r  —  ^ji  aus  ^j  (  -j  ableiten. 

Nach  §  39  a  kann  an  Stelle  des  zur  Definition  verwendeten  Aus- 
gangselementes ^  (r  —  Zq]  irgendein  aus  ihm  durch  (analytische l  Fort- 
setzung gewonnenes  Element  '!^N|r— r.ji  oder  ^(     )  benutzt  werden, 

da  dann  auch  ^iz  —  -^l  aus^iz  —  z^)  (oder  ^c  -  i)  abgeleitet  werden 
kann. 

II.  Gelangt  man  von  einem  Funktionselement ''Iß {z  —  z^]  durch  ana- 
lytische Fortsetzung  zu  einem  Element  ^[z  —  z^],  mit  dem  gleichen  zu- 
gehörigen Weite  z^  so  nennenwir  die  beiden  Elemente  '^  [z  —  r^i,  dir  —  r^l 
Jiur  dann  einander  gleich,  tvenn  die  durch  sie  dargestellten  Reihen  in  sämt- 
lichen Koeffizienten  übereinstimmen;  andernfalls  nennen  wir  auch  die 
beiden  zugehörigen  Punkte  z^  von  einander  verschieden  und  sagen:  sie 
liegen  in  verschiedenen  Blättern  der  Riemann sehen  Fläche  der  be- 
trachteten Funktion  (s.  Vi. 

Wir  definieren  weiter: 

III.  Besitzt  eine  Funktion  f\z)  für  mindestens  einen  Wert  z^  {(und 
damit  auch  für  unendlich  viele  Nachbarwerte  [§  39  a,  IFi)  voneinander 
verschiedene  Funktionselemente  ^(r  — r^),  £l{z  —  z^),  die  durch  Fort- 
setzung auseinander  ableitbar  sind,  so  heißt  die  Funktion  eine  mehr- 
deutige, andernfalls  eine  eindeutige. 

IV.  Der   umfassendste   Regularitätsbereich   einer   Funktion  f{z]   ist 

die   Gesamtheit   der   zu  Elementen  ^|z  —  r')      und  %~\)   der  Funktion 

gehörigen  Stellen  z'  \und  qci. 

Dabei  ist  zu  beachten,  daß  nach  II  zu  einem  Werte  z  mehrere 
(sogar  unendlich  viele)  Stellen  gehören  können.  Der  Regularitäts- 
bereich   der  Funktion    ist    off"enbar  ein  Bereich  im  Sinne  der  all- 
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gemeinen  Definition  des  §  25,  abgesehen  davon,  daß  dort  zunächst 
nur  an  endliche  Bereiche  gedacht  war,  welche  die  Ebene  einfach 
überdecken,  während  jetzt  auch  Bereiche  wie  der  in  Fig.  36  angegebene 
zulässig  sind,  und  auch  der  Punkt  er  der  Ebene, 
loder  besser:  der  Kugel)  keine  Ausnahmestellung 
mehr  einnimmt. 

V.  J^'imnit  man  zum  Begularitätsbereich  der  Funktion 

noch  deren  Pole  sonne  die  Ver zweigungsstellen  endlicher 

i\g.  36.  Ordnung,    sofern  die  Funktion  dort  endlich  bleibt  oder 

einen   Pol    besitzt    (s.    §  68)    hinzu,    so    erhält   man   die   Riemamische 

Fläche  der  Funktion. 

Man  betrachte    nach   diesen  allgemeinen  Definitionen  nochmals 

n 

die  Funktionen  ]/r,  log  z  usw.  und  bestätige,  daß  sie  im  Sinne  der 
Definition  III  mehrdeutige  analytische  Funktionen  sind;  als  defi- 
nierendes Funktionselement  wähle  man  etwa  ein  zu  einer  Stelle 
r  =  1  gehöriges.  Man  zeige  auch,  daß  die  verschiedenen  Werte 
der  allgemeinen  Potenz  a-  nach  III  nicht  eine  mehrdeutige  Funk- 
tion bilden. 

Die  RiEMANNsche  Fläche  einer  Funktion  ist  ofienbar  ein  Bereich. 

Nach  §  68  gehört  zu  jeder  Stelle  einer  Riemann sehen  Fläche 
der  Funktion  f{z)  eine  uniformierende  Hilfsveränderliche  t  und  zwar 
ist  je  nach  der  Art  der  Stelle  entweder 

21      t  =  z  —  z^     oder     t  =  [z  —  z^)"-    oder  t  =  z~^   oder  t  ^  z     "  , 

wo  n  irgend  eine  ganze  Zahl   >  1  sein  kann;  die  Funktion  gestattet 

in  der  Umgebung  der  Stelle  eine  Entwicklung  nach  Potenzen  von  t 

mit   höchstens    einer    endlichen  Anzahl    negativer    Exponenten    und 

aus  jeder  dieser  Entwicklungen,  wobei  für  t  jedesmal  der  zugehörige 

Wert  (2)    eingesetzt    zu    denken    ist,    läßt    sich  jede    andere    durch 

„analytische   Fortsetzung''    gewinnen    (für    die    regulären   Funktious- 

elemente  s.  §  39  a,  für  die  irregulären  s.  §  68). 

Die  Gesamtheit    der    so    zu    bildenden   auseinander  ableitbaren 

J_  _  J_ 

nach  Potenzen    von    z  —  z,  [z  —  z')'',    z~^,    z     "       fortschreitenden 

Reihen    nennt    man    auch   das  analytische  Gebilde  f{z).     Es  entsteht 

also  aus  der  analytischen  Funktion  f{z)  durch  Hinzunahme  gewisser 

irregulärer  Funktionselemente  genau  so  wie  die  Riemann  sehe  Fläche 

aus  dem  Regularitätsbereich  durch  Hinzunahme  der  entsprechenden 

Stellen  entsteht. 

Die  Übertragung    der  Cauchy  sehen   Integralsätze    auf  Gebiete, 

welche  nicht  in  der  schlichten,  d.  h.  einfach  überdeckten  Ebene,  sondern 
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auf  einer  die  Ebene  mehrfach  überdeckenden  Riemann sehen  Fläche 
liegen,  macht  keine  besonderen  Schwierigkeiten,  sofern  man  nur 
voraussetzt,  daß  man  die  in  Frage  stehenden  Gebiete  in  eine  end- 
liche Anzahl  einfach  zusammenhängende,  schlichte  Teilgebiete  zer- 
legen kann,  auf  die  man  dann  die  Ca uchy  sehen  Sätze  in  ihrer  frü- 
heren Fassung  anwenden  darf;  vgl.  §  61  und  die  ausführliche 
Behandlung  eines  Beispiels  in  Bd.  II,  §  7-. 

So  geeignet  die  „Ketten"  aus  einander  abgeleiteter  Funktions- 
elemente %q{z  —  z^,  ^j(r  — cj  usw.  sind  zur  Definition  der  ana- 
lytischen Fortsetzung,  so  ungeeignet  sind  sie  meist  zu  deren  wirk- 
licher Herstellung  und  zur  Berechnung  der  Funktion  in  einem 
Punkte,  der  außerhalb  des  Konvergenzkreises  des  Ausgangselements 
liegt.  So  wäre  es  z.  B.  recht  mühsam,  wenn  man  mittels  einer 
Kette  von  Funktionyelementen  zeigen  wollte,  daß  aus  der  Reihe 

1    ^     2     ^3     ^ 

für   —  log(l  —  z)  die  Reihe 

2ni  +  --  +  ^  +  ~+  ... 

abgeleitet  werden  kann.  Dagegen  sieht  man  dies  sehr  leicht  ein, 
wenn  man  sich  zur  Fortsetzung  des  Integrals 


h 


dz 


0 

bedient  (vgl.  §  56)    oder  anders    ausgedrückt:    wenn    man    beachtet, 
daß  die  Funktion 

w  =-log(l  -  z) 

überall  der  Differentialgleichung 

dw  1 

dx.    ~    1  -  X. 
genügt. 

Im  Anschluß  an  dieses  einfache  Beispiel  sei  hier  ein  wichtiger 
Satz  vermerkt,  aus  dem  sich  auch  ergibt,  wie  zweckmäßig  die 
WEiERSTRASssche  Definition  einer  analytischen  Funktion  ist: 

VI.  g{P]^,  p^i  ...  Pj^  sei  eine  ganze  rationale  Funktion  der  Fer- 
änderlichen  p^,  p^,  .  .  .  p^\  ^1  (-  -  -0)»  ^2(-  "  ~o)'  •  •  •  ^m(-  ~  -0) 
seien  m  in  einer  Umgebung  9^^  der  Stelle  z^  konvergente  Fotenzreihen\ 
ferner  gelte  identisch  in  9??^: 

3)  g  {%  [z  -  z,\  %\  [z  -  z,),  .  .  .  '^^  [z  -  c,))  =  0 . 

BüRicuARDT,  Funktionen.    T.  1.    Fünfte  Aufl.  17 
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Endlich  seien  Dj  (r  —  rj,  O^  ('  —  r,),  ...  D,„(r  ~  z^  m  in  der  Um- 
gebung 9(tj  der  Stelle  z^  konvergenie  Fotenzreihen,  die  durch  anahjtische 
Forlsetzung  längs  des  nämlichen  ff'eges  C  aus  Sß^  (c  —  z^),  ^2  (~  —  -0^'  •  •  ■ 
?|J    (r  —  r^)  entstanden  sind;  dann  ist  auch  für  alle  z  von  9?^: 

4i  g{£,^{z-z^\  £i,{z-z^\,  . .  .  £i^iz  -  z^))  ^0  . 

Denn  nach  §  39  kann  man  die  linken  Seiten  von  (3i  und  (4i 
als  Potenzreihen  i()q\z  —  z^]  und  Tp^\z  —  Zj)  ordnen,  die  durch  Fort- 
setzung längs  C  auseinander  hervorgehen;  da  aber  die  erste  dieser 
Reihen  identisch  gleich  Null  ist,  muß  es  auch  die  zweite  sein. 

Zusatz:  Genügt  die  Potenzreihe  w  ='^{z  —  z^)  einer  Differential- 
gleichung 

/Jrl?o(")  +  ;'„_i(clw;("-i^  +  .  .  .  +  j.^  ^z\ic'+  ?'ol^)w?  +  r\z\  =  0, 

deren  Koeffizienten  y\z\,  /„(z),  )\\~),  •  •  ■  /'„(z:)  ganze  rationale  Funk- 
tionen sind,  so  genügt  jede  analytische  Fortsetzung  von  '^{z  —  z^^) 
der  gleichen  Differentialgleichung. 

§  70.   Die  Umkehrfunktion  einer  analytischen  Funktion. 

Die  Ergebnisse  des  §  68  über  die  Umkehrung  einer  analytischen 
Funktion    im  kleinen   lassen    sich    folgendermaßen  zusammenfassen- 

Die  Funktion 
li  10=  f\z\ 

läßt  sich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  ihrer  Riemann sehen  Fläche 

durch  eine  Reihe 

2i  z^^ayx'' 

(mit  höchstens  einer  endlichen  Anzahl  negativer  Exponenten  v\  um- 
kehren; dabei  ist  mit  ganzzahligem  m  ^  1  (im  allgemeinen  mit  m=\\ 

3)  X  =  \w  —  iüq\ '"  , 

wenn   f\z\   sich    an  jener    Stelle    auf   der    Fläche    regulär   verhält, 

während  an  den  Polen  von  f(z) 

i_ 

4i  T  =  ?r      '" 

ist. 

Jetzt  können  wir  folgenden  allgemeinen  Satz  über  die  Um- 
kehrung einer  Funktion  im  großen  beweisen: 

I.  Betrachtet  man  irgend  eine  der  Reihen  \2\,  in  die  für  r  der  zu- 
gehörige }Fcrt  aus  \3]  oder  [4]  eingesetzt  zu  denken  ist,  also  beispielsweise 

00 
5|  z  =  '^a,.\w  —  tcj'' 
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als  definierendes  Funktionselement  einer  analytischen  Funktion 

6i  z  =  (p  [w], 

.10  ist  jedes  Element  dieser  Funktion  (die  irregulären  mitgezählt)  die 
JJmhehrung  eines  Elements  der  Funktion  \l\  und  umgekehrt.  Die 
Funktion  [6\  heißt  die  Umkehrfunktion  von  (7|;  die  Umkehrfunktion 
von  (0)  ist  dann  wieder  die  Funktion  \1). 

V/ir  haben  vor  allem  folgendes  zu  zeigen: 

P  und  S  seien  zwei  beliebige  Punkte  der  Riemann sehen 
Fläche  F^  der  Funktion  lo  =  f\z\,  p  und  Pj  seien  die  beiden  zu 
diesen  Stellen  gehörigen  von  der  Veränderlichen  w  abhängigen  Um- 
kehrreihen: dann  kann  man  Pj  aus  p  durch  analytische  Fortsetzung 
geiüiinien. 

Wir  dürfen  und  wollen  voraussetzen,  daß  P  und  S  keine  „Aus- 
nahmepunkte" sind,  d.  h.  daß  P  und  S  im  Endlichen  gelegene  Punkte 
sind,  in  denen  weder  ein  Pol  noch  eine  Verzweigungsstelle  der 
Funktion  f(z\  noch  eine  Nullstelle  der  Funktion  f  \z]  liegt.  Wäre 
nämlich  P  ein  Ausnahmepunkt,  so  wäre  in  einer  gewissen  Um- 
gebung U  von  ihm  kein  weiterer  Ausnahmepunkt  (§  38,  IX,  §  43,  IV i. 
Man  könnte  dann  (§  68)  aus  der  zu  P  gehörigen  Umkehrreihe  p  die 
zu  einem  Punkte  P'  in  U  gehörige  Umkehrreihe  ableiten  und  bei 
den  folgenden  Überlegungen  P  durch  P'  ersetzen. 

Die  zu  den  Punkten  P  und  S  von  F^  gehörigen  Elemente 

der  Funktion  lo  =  f{z]  sind  auseinander  ableitbar  durch  analytische 
Fortsetzung  längs  einer  P  mit  S  verbindenden  auf  F^  verlaufenden 
Kurve  C.  Q^  Q^,  Q^,  .  .  .  Q^^  seien  n  weitere  Punkte  auf  C  der 
Art,  daß  das  zu  Q^  gehörige  Element  aus  dem  zu  P  gehörigen  un- 
mittelbar abgeleitet  werden  kann  und  umgekehrt,  das  zu  Q^  gehörige 
aus  dem  zu  Q^^  gehörigen  usw.,  schließlich  das  zu  S  gehörige  aus 
dem  zu  Q^  gehörigen.  Da  die  Ausnahmepunkte,  wie  schon  bemerkt, 
auf  P,  isoliert  liegen,  kann  man  voraussetzen,  daß  auf  C  kein  Aus- 
nahmepunkt liegt,  d.  h.  daß  auf  C  kein  Punkt  oo  liegt  und  daß 
man  um  jeden  Punkt  z  =  C  von  C  einen  Kreis  vom  Radius  q^ 
schlagen  kann,  in  welchem  f{z]  regulär  und  /"(~)  von  Null  ver- 
schieden ist.  Die  Zahlen  o  besitzen  eine  untere  Grenze  (j  >  0 
(vgl.  §  251.  Ist  /"iC)  =  03,  so  gilt  in  einem  gewissen  Kreisgebiete 
um  den  Punkt  lo  =  oj  die  Umkehrreihe  der  Funktion  ro  =  f[z) 

oo 
,=1 
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und  aus  dieser  können  die  Umkehrreihen 

oo 
1=1 

für  alle  Punkte  ^'  einer  gewissen  Umgebung: 

des  Punktes  z  =  C  durch  unmittelbare  Fortsetzung  gewonnen  werden 
i§46al.  Die  Zahlen  a  besitzen  eine  untere  Grenze  rr  >  0  (§251. 
Hat  man  nun  alle  Entfernungen  PQ^,  Q^Q^,  QiQz^  -  -  -  Q^n^  ^^^ 
vornherein  nicht  nur  <  o,  sondern  auch  <  n  gewählt,  so  kann  aus 
der  zum  Punkte  F  gehörigen  Umkehrreihe  p  die  zum  Punkte  Q^ 
gehörige  abgeleitet  werden,  aus  dieser  die  zum  Punkte  Q,  %^' 
hörige  usw.,  schließlich  aus  der  zum  Punkte  Q^^  gehörigen  die 
Reihe  p^,  die  zum  Punkte  S  gehört.^)  Genau  so  kann  man  natür- 
lich umgekehrt  zeigen,  daß  man  zwei  Reihen  ^,  ^j,  welche  die 
Funktion  z  —  cp  \w\  in  der  Umgebung  zweier  beliebiger  Stellen  ihrer 
RiEMANN sehen  Fläche  F^  umkehren,  durch  analytische  Fortsetzung 
auseinander  ableiten  kann.  Damit  ist  Satz  I  bewiesen;  man  kann 
ihm  auch  folgende  Fassung  geben: 
IL  Durch  die  Funktion 

tcerdtn  genau  die  nämlichen  iFertepaare  z,  w  einander  zugeordnet  wie 
durch  ihre    Umkehrfunktion 

z  =  cp[w). 

Durch  jede  der  beiden  Funktionen  werden  die  Riemannschen  Flächen 
F^  und  F^  der  beiden  Funktionen  iimhehrbar  eindeutig  und  [abgesehen 
von  den  Verzweigungsstellen]  konform  aufeinander  abgebildet. 

Irgend  einem  Gebiete  der  einen  Fläche  entspricht  daher  wieder  ein 
Gebiet  der  anderen. 

§  71.     Singulare  Stellen. 

Gewisse  Arten  „singulärer  Stellen"  haben  wir  schon  kennen 
lernen,  nämlich  Verzweigungsstellen,  Pole  und  wesentlich  singulare 
Stellen.  Wir  wollen  nun  allgemein  definieren»  was  wir  unter  einer 
singulären  Stelle  einer  analytischen  Funktion  f{z)  verstehen: 


')  Ganz  nebenbei  erkennt  man,  daß  man  statt  des  Fortsotzungawegs  C 
auch  den  Streckenzug  P  Q^  Q^ . .  .  Q„  S  wählen  kann,  und  allgemein,  daß  man 
irgend  zwei  Punkte  eines  (auf  einer  Riemann sehen  Fläche  gelegenen)  Gebiets 
durch  einen  Streckenzug  verbinden  kann. 
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I.  z  =  a  heißt  ein  singulärer  Funkt  der  Funktion  f\z\,  tcenn  <?ä 
innerhalb  de.s  Jiegularitätsbereiches  der  Funktion  f'\z\  Punkte  gibt,  deren 
Häufuvgsstelle  a  ist,  tvährend  a  selbst  nicht  dem  Regularitätsbereiclie 
angehört.  31.  a.  W.:  Jeder  Randpunkt  des  liegularitälsbereiches  ist 
ein  singulärer  Punkt  und  umgekehrt. 

Dabei  ist  zu  beachten,  daß  ein  Wert  r  =  a  für  ein  Blatt  der 
EiEMANN sehen  Fläche  siogulär  sein  kann,  für  ein  anderes  dagegen 
nicht.     So    besitzt  die  Funktion   -     log  (1  —  z\   in   den  Nullstellen 

sämtlicher  Blätter  Pole  mit  Ausnahme  der  Nullstelle  des  einen  Blattes, 
^Y0  die  Entwicklung 

-log|l-z)  =  -l-   ^-^-... 

gilt.  Der  Nullpunkt  irgend  eines  Blattes  gilt  eben  nicht  als  Häufungs- 
punkt solcher  Punkte,  die  in  einem  anderen  Blatte  gegen  Null 
konvergieren. 

[Vielfach  wird  die  obige  Definition  noch  dadurch  eingeschränkt, 
daß  nur  die  „erreichbaren"  Eandpunkte  des  Regularitätsbereiches 
als  singulare  angesehen  werden.  Der  Unterschied  wird  am  ein- 
fachsten an  einem  Beispiel  klar:  Man  denke  sich  den  Bereich  33 
der  X  -\-  iy,  der  entsteht,  wenn  man  aus  der  durch  y  >  0  definierten 
oberen  Halbebene  diejenigen  Strecken  je  von  der  Länge  1  wegläßt, 

die  in  den  Punkten  +       der  reellen  Achse  aufdieser  senkrecht  stehen. 
n 

Randpunkte  dieses  Bereiches  sind  außer  sämtlichen  Punkten  dieser 
Strecken  und  außer  denen  der  reellen  Achse  noch  die  Punkte  der 
Strecke  0  .  .  .  z  der  imaginären  Achse.  Die  letzteren  aber  sind 
mit  Ausnahme  des  Streckenendpunkts  i  „nicht  erreichbar",  d.  h.  ein 
solcher  Punkt  P  kann  mit  einem  inneren  Punkte  Q  des  Bereiches 
5ö  nicht  durch  einen  Weg  verbunden  werden,  der  außer  P  nur  innere 
Punkte  von  S5  enthält). 

Über  die  Lage  der  singulären  Punkte  einer  analytischen  Funk- 
tion f'\z\  beweisen  wir  folgenden  wichtigen  Satz: 

II.  Auf  dem    Umfange  des  Konvergenzkreises  einer  Potenzreihe 

oo 
.•  =  0 

liegt  mindestens  eine  singulare  Stelle  der  Funktion  f\z\,  von  der  %\z  —  z^^\ 
ein  Element  ist. 

Der  Konvergenzradius  der  Reihe  ilj  seijff,  und  essei  0  <  i?  <  jr ; 
die    Punkte    P     der '  Peripherie    des  Konvergenzkreises    lassen    sich 
dann  in  der  Form 
2 1  Zq'+  Pe''f,       wo       0  ^  y:  <  2  tt  , 
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darstellen.  Um  zu  entscheiden,  ob  einer  dieser  Punkte  P,,  ein 
singulärer  ist  oder  nicht,  kann  man  so  vorgehen;  man  zerlege  R 
irgendwie  in  zwei  positive  Summanden  Pj,  n^: 

^  =  'Ji  +  92     ■ 
(etwa   0^  =  0^=  —  |,  und  leite  aus  (li  die  zum  Punkte 


C  =  -0  +  Qi 


pl  Cf> 


gehörige  nach  Potenzen   von   z  —  \z^-\-  o^e'f]  fortschreitende  Reihe 

ab;  ihr  Konvergenzradius  ist  nach  Satz  III  von  §37  mindestens  gleich 
p, ;  und  er  wird  nach  dem  gleichen  Satze  dann  und  nur  dann  >  po> 
sagen  wir  ==  pg  +  <L  sein,  wenn  P  kein  singulärer  Punkt  der  Funktion 
f\z\  ist,  m.  a.  W.  wenn  f[z)  nicht  nur  im  Kreisgebiete  j  r  —  z^  |  <  i?, 
sondern  auch  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  T  : 

\z  —  Ee'v\  <  e 

sich  regulär  verhält.  "Wäre  nun  keiner  der  Punkte  P  1 0  ^  y  <  2^7 ) 
ein  singulärer,  so  wären  alle  Zahlen  §  positiv  und  besäßen  eine 
positive  untere  Grenze  ö  ivgl.  §  25;  wäre  nämlich  diese  untere  Grenze 
Null,  so  gäbe  es  einen  Punkt  P,^,  in  dessen  Nachbarschaft  Punkte 
P  mit  beliebig  kleinen  Zahlen  d^  lägen;  das  wäre  aber  nur  möglich, 
wenn  entgegen  der  gemachten  Voraussetzung  d,p^  =  0  wärei.  Die 
Reihe  ili  läßt  sich  also  durch  die  sämtlichen  Reihen  i3i  über  das 
ganze  Gebiet 
41  R^   z-  z^,'  <R  +  S 

analytisch  festsetzen,  und  zwar  eindeutig]  denn  liegt  ein  Punkt  :' 
des  Gebietes  |4)  im  Innern  der  Konvergenzkreise  Ä'j,  Äg  zweier  i  durch 
den  "Wert  von  (p  verschiedenen  Reihen  (3),  so  umschließen  die  Kreise 
ä'j,  K^  auch  ein  Teilgebiet  G  des  Gebietes  \z—  z^\  <.  B;  in  G  aber 
stimmen  die  beiden  Reihen  i3)  mit  ili,  also  untereinander  überein; 
sie  konvergieren  also  mach  §39a,  IV)  auch  im  Punkte  z'  nach 
einem  und  demselben  Werte.  Somit  ist  durch  die  Reihen  ili,  i3 
eine  im  Gebiete 
5)  \z-z,\<B  +  d 

eindeutige  und  reguläre  Funktion  definiert,  die  sich  nach  §  37  durch 
eine  in  diesem  Gebiete  konvergente  Potenzreihe  '^Sj  \z  —  z^i  darstellen 
läßt;  da  aber  im  Gebiete  -  —  -^  <  />?  die  Summen  der  Reihen 
')^(z  —  ZqI  ^,  \z  —  z^l  die  nämlichen  sind,  müßten  beide  identisch  sein 
i:j  38,  XII i;  die  Reihe  (1)  müßte  also  in  dem  Gebiete  (5i  konvergieren, 
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was  im  Widerspruch  mit  der  Voraussetzung  steht,  ihr  Konvergenz- 
radius sei  B. 

Man  bestätige  die  Richtigkeit  des  Satzes  II  an  den  nach  Potenzen 
von  z   fortschreitenden  Reihen  für  yi  —  ;:,  log(l  +  zi,  il  +  z^r^. 

Wie  das  letzte  Beispiel  zeigt,  können  auf  dem  Umfang  des  Kon- 
vergenzkreises auch  mehrere  singulare  Stellen  liegen;  es  können 
sogar  seine  sämtlichen  Punkte  singulare  sein;  der  Konvergenzkreis 
ist  dann  eine  „singulare  Linie'-'-. 

Beispiel: 

oo 

6)  f[z)  =  2  --^ 

.=1 

Die  Reihe  konvergiert  für  ]  r  j  <  1,  divergiert  für  j  r  j  >  1  (§  38). 
Der  Punkt  z  =  1  ist  ein  singulärer  für  /'(r);  denn  ist  o  reell  und 
0  <  o  <  1  ,  so  ist 

/■((^)>i;  «'••>''- 1, 
.'=1 

falls  nur  o  nahe  genug  an  1  gewählt  wurde,  also 

lim  f{o)  =  Qc  . 

Da  durch  die  Subtraktion  eines  Polynoms  von  einer  Funktion  deren 
im  Endlichen  gelegenen  singulären  Stellen  nicht  geändert  werden, 
haben  die  folgenden  Funktionen  f^^  {:)  [n  =  2,  3,  4,  .  .  .)  auf  dem  Kon- 
vergenzkreise die  nämlichen  singulären  Stellen  wie  f[z): 

^)  fM  =  ^^'''- 

f\  [z]  ist  aber  eine  automorphe  Funktion,  die  uugeändert  bleibt,  wenn 
man  z  durch 


ze    "!     (.w=  1,  2,  .  .  .(«!  -  1)) 

ersetzt.    f^{z)  hat  also  nicht  nur  die  singulare  Stelle  r  =  1  auf  dem 
Einheitskreise,  sondern  mindestens  die  n\  singulären  Stellen 


e    "!     (,«  =  1,  2,  .  .  .  7?!), 

und  diese  sind  nach  dem  zuvor  Bemerkten  auch  für  f{z)  singulare 
und  zwar  für  jeden  Wert  n  =  2,  3,  4  .  .  .;  kurz  alle  Punkte 

8)  co3(«27i) -j- zsin(a2;r), 

wo  a  irgend  eine  rationale  Zahl  bedeutet,  sind  singulare  der  Funk- 
tion (6).     Würde  sich  nun  die  Reihe  (6)  über  irgend  einen  Punkt  z 
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des  Einheitskreises  fortsetzen  lassen,  so  wäre  eine  gewisse  Um- 
gebung des  Punktes  z'  frei  von  singulären  Punkten,  was  unmöglich 
ist,  weil  die  Punkte  (8)  auf  dem  Einheitskreise  überall  dicht  liegen. 
Das  Regularitätsgebiet  und  zugleich  die  RiEM.vNNsche  Fläche  der 
Funktion  (6)  besteht  somit  nur  aus  dem  Innern  des  Einheitskreises. 
Für  die  Punkte  außerhalb  des  Einheitskreises  ist  f[z)  überhaupt 
nicht  definiert.  Der  Einheitskreis  ist  eine  „natürliche  Grenze"  der 
Funktion  f  {z). 

Wenn  F{Z)  eine  in  der  Umgebung  der  Stelle  Z  =  0  reguläre 
Funktion  ist,  dann  ist  die  Funktion 

Qi{z)  =  F  {/{£)) 

in  der  Umgebung  der  Stelle  r  =  0  regulär;  es  wäre  aber  falsch,  an- 
zunehmen,  daß  Q){z)  ebenso  wie  f[z)  über  den  Einheitskreis  nicht 
fortsetzbar  sei.     So  reduziert  sich  z.  B.   ^(z)  identisch  auf  r,  wenn 
man  für  F{Z)  die  Umkehrfunktion  der  Funktion  Z  —  f{z)  wählt. 
Genau  wie  f{z)  ist  auch 

oo  oo 

r  =  1  r  =  1 

eine  nur  im  Einheitskreise  definierte  eindeutige  Funktion.  Die 
Differenz  dieser  beiden  eindeutigen  Funktionen  ist  die  unendlich 
vieldeutige  Funktion 

log(l-r)-^ 

Noch  auf  eine  andere  merkwürdige  Möglichkeit  sei  hingewiesen: 
Eine  in  einem  Gebiete  SB  konvergente,  aber  nicht  gleichmäßig  kon- 
vergente Reihe  analytischer  Funktionen  braucht  keine  in  93  reguläre 
analytische  Funktion  darzustellen,  sondern  kann  beispielsweise  in 
verschiedenen  Teilgebieten  ©j  und  Sog  von  5Ö  nach  verschiedenen 
Funktionen  konvergieren,  die  nicht  durch  analytische  Fortsetzung 
auseinander  ableitbar  sind. 
Beispiel: 

,./    \  T  "  **  +  *" 

7i->-oo  n  -v  X 
also 

f[z)  =  c2     für     1  r  I  ^  1 ,         f{z)  =  l      für     U  I  >  1 . 

Wir  beweisen  noch  folgenden  Satz: 

III.  58  sei  irt/end  ein  einfach  zusammenliängenilcs,  die  Ebene  ein- 
fach iibcrdec/iendes,  endlichrs  G einet,  Zq  ein  Punkt  in  93,  %{z  —  z^ 
eine  Fotenzreilie,  die  auf  jedem  ff'ege  innerhalb  93  fortries^ctzt  werden 
kann;    dann   sind    die    liiihe   ^  (?  —  r„),   und   dir  damu^    durrh  Fort- 
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Setzung  auf  Wegen  innerhalb  58  ableitbaren  Reihen  Elemente  einer 
durch  .sie  in  53  eindeutig  definierten  regulären  Funktion  /"(r).^ 

Oder  anders  ausgedrückt: 

III  a.  fi'enn  z^  und  z^  zwei  Funkte  eines  einfach  zusammen- 
hängenden, die  Ebene  einfach  überdeckenden,  endlichen  Bereiches  Sß  sind 
und  xcenn  aus  einer  Fotenzreihe 

durch  analytische  Fortsetzung  längs  zweier  in  Sß  verlaufender  Jl'er/e 
C^,  Cg  zwei  verschiedene  Fotenzreihen 

P(--~i)  und  q(c-rj) 
abgeleitet  werden  können,  so  ist  es  nicht  möglich,  die  Beihe  ^[z  —  r,,) 
auf  jedem  Wege  des  Gebietes  93  fortzusetzen;  die  durch  diese  B  eilte 
definierte  Funktion  hat  mithin  in  iß  mindestens  einen  .nngulären  Funkt. 
Die  Kurven  C^,  C^  dürfen  wir  uns  als  Streckenzüge  vorstellen 
vgl.  S.  260,  Fußnote);  auch  dürfen  wir  voraussetzen,  daß  sie  sich 
außer  in  z^  und  z^  nicht  schneiden,  da  wir  andernfalls  bloß  die 
Stücke  von  C^  und  C^  zwischen  zwei  Schnittpunkten  zu  betrachten 
hätten.  Wegen  des  vorausgesetzten  einfachen  Zusammenhangs  von 
5Ö  umschließen  dann  C\  und  C^  ein  einfach  zusammenhängendes  Teil- 
gebiet B  von  S5;  B  können  wir  in  eine  endliche  Anzahl  von  Drei- 
ecken d^{v  =  1,  2,  .  .  .  n)  zerlegen.  Nehmen  wir  nun  an,  der  mit 
Satz  III  völlig  gleichbedeutende  Satz  Illa  wäre  falsch,  so  gäbe  es 
um  jedem  Punkte  l,  im  Innern  oder  auf  dem  Rande  C^,  Cy  von  B 
einen  Kreis  von  einem  Radius  (>-  >  (>  >  0,  in  welchem  jede  aus  (9) 
unmittelbar  oder  mittelbar  auf  irgend  einem  in  53  verlaufenden  Wege  ab- 
leitbare, nach  Potenzen  von  [z  —  ^)  fortschreitende  Reihe  konvergiert. 
Für  o  braucht  man  nur  die  untere  Grenze  der  Entfernungen  aller 
Punkte  des  Gebietes  B  vom  Rande  des  Gebietes  53  zu  wählen.-  Wir 
dürfen  voraussetzen,  daß  die  größte  Seite  jedes  Dreiecks  d^  kleiner 

als  ^   ist.     Es    sei    nun  d,.   ein  Dreieck  KL  M,   von  dem  entweder 

eine  Seite  KM  oder  zwei  Seiten  KL,  L  M  dem  Rande  Cj,  C,  des 
Gebietes  B  angehören;  z^  liege  nicht  auf  dem  Rande  des  Dreiecks 
KLJL  Dann  kann  man  im  ersten  Falle  die  Fortsetzung  ebenso- 
gut längs  der  zwei  Seiten  K  L,  L  M  statt  der  einen  A'  M  bewerk- 
stelligen, im  zweiten  Falle  ebensogut  längs  der  einen  Seite  A'J/ statt 


^  Bei  Fortsetzung  auf  Wegen,  die  über  33  hinaus  und  dann  wieder  dabin 
zurückführen,  kann  f(z)  natürlich  mehrdeutig  werden. 

-  Andernfalls  käme  man  gegen  die  Voraussetzung  in  58  auf  einen  singu- 
lären  Punkt  (nach  Satz  II). 
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der  zwei  Seiten  KL,  L  M.^  Verkleinert  man  also  den  Bereich  B  um 
das  Dreieck  KLM,  so  bleibt  ein  einfach  zusammenhängender  Be- 
reich B^  übrig,  dessen  Randpolygon  y^  genau  wie  das  Randpolygon 
Cj,  Cg  von  B  folgende  Eigenschaft  hat: 

Setzt  man  die  Reihe  yt{z  —  z^  längs  y^  fort,  so  gelangt  man 
zu  einer  von  p(x'—  -J  verschiedenen  Reihe  q(r  — zj.  Nun  kann 
man  von  B^  wieder  ein  den  Punkt  z^  nicht  auf  seiner  Begrenzung 
enthaltendes  Dreieck  weglassen  und  so  fortfahren,  bis  man  zu  einem 
einfach  zusammenhängenden  Bereiche  B^  gelangt,  der  entweder  aus 
einem  einzigen  den  Punkt  z^  auf  seiner  Begrenzung  enthaltenden 
Dreieck  besteht  oder  aus  einer  endlichen  Anzahl  solcher  Dreiecke; 
der  Rand  y^  von  5j  hat  die  gleiche  Eigenschaft  als  Fortsetzungs- 
linie wie  der  Rand  y^  von  By  Nun  liegt  aber  Z?,  ganz  innerhalb 
des  Konvergenzkreises  der  Reihe  p(~  —  -J;  dann  ist  aber  nach  §  39  a 
Q[[z  —  z^  mit  y){z  —  z^  identisch.  Unsere  Annahme,  Satz  Illa  sei 
falsch,  hat  uns  also  auf  einen  Widerspruch  geführt. 

Der  vorstehende  WEiERSTRAsssche  Satz  III,  IITa  liegt  beispiels- 
weise dem  Beweise  des  Picard  sehen  Satzes  in  §  81  des  zweiten 
Bandes  zugrunde.  Auch  einen  sehr  einfachen  Beweis  des  in  §  66 
bewiesenen  Satzes  I  kann  man  auf  ihn  stützen.  Hat  nämlich  die 
ganze  Funktion  G{z)  keine  Nullstelle,  so  kann  man  jedenfalls  in 
einer  gewissen  Umgebung  des  Nullpunkts  log  G[z)  in  eine  Reihe 

Co   +  «"i  ~  +  ^2  -"  +    •   •   • 

entwickeln,  wo  c^  nur  bis  auf  Vielfache  von  2  ;r  <  bestimmt  ist.  Nach 
Satz  III  kann  diese  Reihe  im  Endlichen  keine  singulare  Stelle  be- 
sitzen; sie  muß  also  eine  ganze  Funktion  sein. 

§  72.    Spiegelung  an  einer  Geraden. 

.^Spiegelung"'  an  einer  Geraden  oder  an  einer  Kurve  ist  ein 
häufig  brauchbares  Verfahren  zur  wirklichen  Herstellung  der  analy- 
tischen Fortsetzung.  Um  es  bequem  auseinander  zu  setzen,  schicken 
wir  eine  Hilfsbetrachtung  voraus: 

Die  Funktion  f{z)  sei  in  dem  einfach  zusammenhängenden,  von 
der  rektiüzierbaren  Kurve  C  begrenzten  Gebiete  53  regulär.  Dann 
gilt  nach  §  36  für  jede  ganz  in  5Ö  verlaufende  einfache  Kurve  C^^ 

f(z)d: 


=  m. 


falls  ^'  im  Innern  von  C'^^  liegt.     Nun  wollen  wir  zweierlei  annehmen: 
'  Irpjcnd  zwei  der  .'5  Punkte  liegon  im  Kreis  vom  Radius  o  um  den  dritten. 
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1.  Die  Kurven  C„(n  =  1,  2,  3  .  .  »)  verlaufen  mit  wachsendem  n 
in  beliebiger  Nähe  der  Kurve  C;  sie  seien  etwa  die  Kurve  C  approxi- 
mierende Treppenpolygone. 

2.  Bildet  man  für  eine  (auf  Funkte  von  33  beschränkte)  Um- 
gebung U  irgend  eines  auf  C  gelegenen  Punktes  r^,  die  Funktions- 
werte /"(r),  so  konvergieren  sie,  wenn  U  kleiner  und  kleiner  wird, 
gegen  einen  bestimmten  endlichen  Wert,  den  wir  mit  /'{Zq)  bezeich- 
nen wollen.  Die  so  in  dem  abgeschlossenen  Bereiche  58'  definierte 
Funktion  f{z)  sei  daselbst  stetig,  mithin  auch  gleichmäßig  stetig. 
(A-uf  C  braucht  sie  nicht  regulären  Verhaltens  zu  sein.^)  Aus  (1) 
folgt  dann  durch  Grenzübergang  lim  n  — ^  oc : 

c 

f(z\ 
für  jedes  C  in  :ö.     Liegt  aber  C  außerhalb  53,  so  ist  -^-^7.  für  alle 

r  von  $8  regulär,  also  nach  §  36,  TU: 

8)  Jfm±  =  o     und    f^-  =  0. 

Cr  '  '    '' 

Gibt  man  sich  umgekehrt  für  alle  auf  C  gelegenen  Punkte  z 
irgend  eine  stetige  Folge  von  Werten  f{z),  (die  keiner  auf  C  regu- 
lären Funktion  anzugehören  brauchen),  so  ist  für  alle  C  in  33 

c 
eine  reguläre  analytische  Funktion  (die  aber  nicht  auf  C  die  Rand- 
werte f{z)  besitzen  muß,  im  Sinne  der  obigen  Definition).     Es  ist 
nämlich,  wenn  auch  C  +  h  ein  Punkt  des  Bereiches  33  und  A  =j=  0  ist: 


=  r t 

J  {z-:-h){z-  4-) 
c 

_  r  A^''^  I  /  r ü^^  ^^ 

-J  \z-^  +"J  iz-:- 


h)  iz  -  ;-f 


'  Beispiel:  93  ist  das  Gebiet  ]z\<  1;  f{z)  für  |  2  |  <  1  die  Reihe 


^  (/-!  +  2){v\  +  1) 

!■  =  ! 

(die  ebensowenig  wie  ihre  in  §  "1  untersuchte  zweite  Ableitung  über  58  hinaus 
fortsetzbar  ist);  da  die  Reihe  noch  auf  dem  Einheitskreise  konvergiert,  kann 
man  durch  sie  f{z)  auch  in  dem  abgeschlossenen  Gebiete  93'  :|  z  |g  1  definieren, 
wiewohl  f{z)  sich  in  keinem  Punkte  des  Kreises  |  2  |  =  1  regulär  verhält. 
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daraus  ersieht  man,  daß  F(C)  in  58  überall  einen  bestimmten  end- 
lichen Differentialquotienten 


\_  r  f{z)dz 
7t  ij  (z-  ;-)* 


2 

c 

besitzt. 

Fassen  wir  nun  einen  sehr  einfachen  Fall  der  „Spiegelung"  ins 
Auge.  Eine  Funktion  f{z)  sei  regulär  definiert  im  Innern  eines 
Bereiches  A  der  durch  y  >  0  definierten  oberen  r-Halbebene; 
zur  Begrenzung  6'  von  A  gehöre  ein  Stück  der  Achse  der  reellen 
Zahlen.  Ist  die  Funktion  /'(r)  auch  auf  diesem  Stück  der  Achse 
regulär  und  reell  und  ist  z^  ein  Punkt  dieses  Stückes,  so  hat  ihre 
Entwicklung  nach  Potenzen  von  z  -^z^  reelle  Koeffizienten,  nimmt 
also  in  je  zwei  konjugiert  komplexen  Punkten  z  selbst  konjugiert 
komplexe  Werte  an.  Wir  wollen  nun  aber  nicht  von 
vornherein  voraussetzen,  daß  die  Funktion  /'(r)  auf 
diesem  Stücke  oder  auch  nur  einem  Teile  desselben 
regulär  sei;  wir  nehmen  nur  an,  daß,  bei  beliebiger 
Annäherung  von  z  anleinen  bestimmten  Punkt  x  des 
Fig.  37.  Stückes,  /"(r)  gegen  einen  bestimmten  reellen  Grenz- 
wert f{x)  konvergiere,  und  daß  diese  Werte  f{x]  zu- 
sammen mit  den  zu  inneren  Punkten  von  A  gehörenden  Funktions- 
werten f{z)  eine  stetige  Funktion  der  reellen  Veränderlichen  x  und  // 
bilden.  Auf  dem  übrigen  (von  vornherein  als  rektifizierbar  voraus- 
zusetzenden) Teil  der  Begrenzung  wollen  wir  uns  f\z)  als  regulär 
vorstellen. 

Suchen  wir  nun  zu  jedem  Punkte  r  des  Bereiches  A  den  kon- 
jugierten Punkt  i,  so  bilden  alle  diese  Punkte  z  einen  Bereich  Ä 
mit  der  Begrenzung  C,  der  das  Spiegelbild  von  A  in  bezug  auf  die 
Achse  der  reellen  Zahlen  ist.  Weisen  wir  dann  jedem  Punkte  c 
den  konjugierten  Wert  zu  dem  Werte  von  f\z)  in  r  zu,  so  definieren 
wir  dadurch  in  Ä  eine  reguläre  Funktion: 

Sei  nun  JT  ein  Punkt  im  Innern  von  A,  so  ist  nach  (2): 

£,  n  t  J    z  —  . 
c 

dagegen  nach  [^)•. 

'  ■    2ntJ    X  —  - 
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Wir  addieren  nun  die  linken  und  rechten  Seiten  dieser  beiden 
Gleichungen.  Die  über  das  Stück  der  reellen  Achse  erstreckten  Teile 
der  beiden  Integrale  heben  sich  dabei  weg,  da  längs  dieses  Stückes 
z  =  z,  f\z)  =  f\  (5)  ist  und  die  Integrationsrichtnng  das  eine  Mal  die 
entgegengesetzte  ist,  wie  das  andere  Mal;  es  bleibt /■(^)  ausgedrückt 
durch  ein  um  den  Rand  6'+ (7  des  Bereiches  (^  +  .^1)  erstrecktes  Integral 

C  -Ir  c 

wobei  längs  des  zu  A  gehörenden  Teils  der  Begrenzung  5  =  z, 
fi  [^  =  /'(■).  längs^des  zu  Ä  gehörenden  3  =  z,  /.(j)  =  /;  (i)  ist.i  Dieses 
Integral  stellt  nach  (4)  eine  im  ganzen  Bereiche  [A  +  Ä]  reguläre 
Funktion  dar,  welche  vorläufig  mit  q){L)  bezeichnet  werden  möge. 
Unsere  Rechnung  zeigt,  daß  im  Bereiche   A: 

ist. 

Ist  dagegen  ^  ein  Punkt  von  Ä,  so  ist  nach  (3)  und  (2): 

'  271«  J     2   —   -  ' 

c 

2m  J  X.  —  ^  / 1  v^ ^ 

C 
Verfährt  man  wie  oben,  so  findet  man,  daß  dieselbe  reguläre  Funk- 
tion (p  Q  im  Bereiche  Ä  mit  f\  Q  identisch  ist.  Es  gibt  also  eine 
im  ganzen  Bereiche  {A.  +  Ä)  reguläre  Funktion,  welche  innerhalb  {A) 
mit  /'(p,  innerhalb  [Ä)  mit  f^{^]  identisch  ist;  das  sagt  aber  nichts 
anderes  aus,  als  daß  /i(C)  die  analytische  Fortsetzung  von  /'{l.)  ist. 
Somit  haben  wir  den  Satz: 

I.  Unter  den  getroffenen  Voravsaetzunr/en  ist  f  [z)  auch  auf  dein 
Ä  von  Ä  trennenden  Stück  der  reellen  Achse  regulär;  die  analytische 
Fortsetzung  von  f{z)  über  dieses  Stück  der  Achse  hinüber  geschieht 
dadurch,  daß  man  konjugierten  Werten  von  z  konjugierte  Funktions- 
werte zuordnet. 

Der  Satz  gestattet  eine  leichte  Verallgemeinerung  auf  den  Fall,  daß 
statt  der  Achse  eine  andere  Grade  der  Ebene  auftritt;  man  findet  dann : 

II.  Nimmt  eine  analytische  Funktion  auf  einem  Stücke  einer  Ge- 
raden reelle  Werte  an  (in  dem  zu  Beginn  des  Paragraphen  definierten 
Sinn),  so  nimmt  sie  konjugiert  komplexe  Werte  an  in  solchen  Punkten, 
die  Spiegelbilder  voneinander   bezüglicli  jener   Geraden  sind. 

^  Man  beachte,  daß  die  Bezeichnung  der  Integrationsveränderlichen  gleich- 
gültig ist. 
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§  73.    Spiegelung  an  einer  analytischen  Kurve. 

Der  Satz  I,  II  von  §  72  gestattet,  wie  H.  A.  Schwaez  aus- 
geführt hat,  eine  sehr  weitgehende  Verallgemeinerung.  Ist  nämlich 
ein  einfacher  „regulärer  Kurvenbogen"  durch  zwei  Gleichungen: 

1)  a:  =  9(0,       y  =  t/;(0 

gegeben,  in  welchen  (p,  \p  für  ein  bestimmtes  Intervall  •/  der  reellen 
Veränderlichen  t  analytische  reelle  reguläre  Funktionen  bedeuten, 
so  kann  man  dieser  Veränderlichen  nach  §  38,  I  auch  komplexe 
Werte  t  (aus  der  Nachbarschaft  des  Intervalls  J)  beilegen,  ohne  daß 
die  Potenzreihen  für  ff  und  U'  aufhören,  zu  konvergieren.  Wir  wollen 
noch  voraussetzen,  daß  für  keinen   Wert  t  von  /: 

ff'  [t]  =  yj'  {t)  =  0 

ist.     Durch  die  Gleichung: 

2)  z  =  X  +  iij  =  ff  (t)  +  i  xp  [f] 

wird  dann  ein  Bereich  So  der  ^Ebene,  der  symmetrisch  zu  beiden 
Seiten  des  Stückes  •/  der  Achse  der  reellen  t  liegt,  abgebildet  auf 
einen  Bereich  33'  der  ^-Ebene  zu  beiden  Seiten  des  gegebenen  regu- 
lären Kurvenbogens;  und  man  kann  den  Bereich  S8  so  weit  ein- 
schränken, daß  SQ'  sich  nirgends  .selbst  überdeckt.  Ordnen  wir 
dann  je  zwei  Punkte  z  einander  zu,  welche  konjugierten  Werten 
von  t  vermöge  (2)  entsprechen,  so  ist  dadurch  in  53'  eine  umkehr- 
bare eindeutige  paarweise  Zuordnung  der  Punkte  z  definiert. 

I.  Diese  Zuordnung  ist  nur  abhängig  von  dem  gegebenen  Kurven- 
bogen selbst,  unabhängig  von  der  Art  seiner  Darstellung  durch 
Gleichungen  der  Form  (/). 

Ersetzen  wir  nämlich,  um  eine  andere  Darstellung  desselben 
Kurvenbogens  zu  erhalten,  in  den  Gleichungen  (1)  t  durch  eine 
reelle  reguläre  Funktion  einer  andern  reellen  Veränderlichen  r,  und 
geben  in  dieser  dann  r  auch  komplexe  Werte,  so  gehören  nach 
§  72  zu  konjugiert  komplexen  Werten  von  r  auch  konjugiert  kom- 
plexe Werte  von  t.  Infolgedessen  sind  wir  berechtigt,  die  Definition 
aufzustellen: 

IL  Wir  nennen  zwei  Funkte  des  Bereiches  SQ'  der  z- Ebene,  tcelche 
konjugierten  Funkten  fler  t-Ebene  entsprechen,  Spiegelbilder  voneinander 
bezüglich  des  gegebenen  regidären  Kurvenbogens. 

Damit  ergibt  sich  aus  dem  speziellen  Satz  I  von  §  72  der 
allgemeinere: 
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III.  Sei  eine  Funktion  f{z)  regulär  definiert  innerhalb  eines  Bereiches 
der  z-Ebene,  zu  dessen  Begrenzung  ein  einfacher  regulärer  Kiirvenbogen: 

^  =  '■f  (<)»     y  =  '/'W 

gehört:  sei  ferner  bekannt,  daß  f{z)  bei  beliebiger  Annäherung  von  z 
an  einen  bestimmten  Funkt  t  dieses  Bogens  gegen  einen  bestimmten 
reellen  Grenzwert  ■/  [t]  konvergiere,  und  daß  diese  Grenzwerte  zusammen 
mit  den  gegebenen  Funktionstoerten  eine  stetige  Funktion  von  x  und  y 
bilden.  Bann  läßt  sich  die  Funktion  f{z)  über  jenen  Kurvenbogen 
hinaus  analytisch  fortsetzen,  und  zwar  erhält  sie  dabei  konjugiert 
komplexe  Werte  in  Punkten,  xcclche  Spiegelbilder  voneinander  in  heziig 
auf  jenen  Bogen  sind. 

Ist  der   gegebene  Kurvenbogen  ein  Bogen   des  Einheitskreises, 
so  kann  man  etwa: 

setzen;  es  wird  dann:  • 

.  {l+itf        1+it 

Geben  wir  hier  t  zwei  konjugierte  Werte  u-~iv  und  u  —  iv  und 
bezeichnen  die  zugehörigen  Werte  von  x  +  iy  mit  x^  +  iy^^  und 
X.,  -\-  iy^,  so  erhalten  wir: 


^1  +  2>i  = 

•^'2   +  ^>2   = 


1  —  V  +  ^u 
1  -h  V  —  itt 

l  +  r  +  iti 


also; 

1  +  '■  —  i  u .  1 

X.^    —    t  }/.    =   : •    =    : 

•  '^  l    —   r  +   i  IC  Xi  +  tyi 

Das  ist  aber  [vgl.  §  11,  Gleichungen  (7)]  gerade  die  Beziehung 
zwischen  zwei  Punkten  (.rj  yj  und  (x^  y^),  die  wir  früher  als 
Spiegelung  am  Einheitskreis  bezeichnet  hatten;  wir  können  also 
sagen: 

IV.  Bie  früher  untersuchte  Spiegelung  am  Einheitskreis  ist  ein 
spezieller  Fall  der  unter  {III j  definierten  Spiegelung  an  einem  beliebigen 
regulären  Kurvenbogen. 

§  74.    Konforme  Abbildung  und  Uniformisierung. 

Die  Frage: 

I.    Welches   sind   die    noticendigen   und  hinreichenden   Bedingungen 
für  eine  Punktmenge  M,   damit  es  eine  analytische  Funktion   gibt,   für 
xcelche  M  die  Menge  der  singidären  Punkte  ist? 
ist  im  wesentlichen  gleichbedeutend  mit  der  Frage: 
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II.  IVelche  Gebiete  sind  als  Regularitätsherciche  analytischer  Funk- 
tionen   möglich  ? 

Die  Antwort,  deren  Richtigkeit  zu  beweisen  ein  Ausholen  über 
die  diesem  Buche  gezogenen  Grenzen  erfordern  würde,  lautet: 

III.  Zu  jedem  nur  denkbaren  Regulär itntsgebiete  G  auf  jeder 
denkbaren  Riemannschen  Fläche  gibt  es  Funktionen,  deren.  Regxdari- 
tätsqebiet  G  wirklich  ist^.  mit  folgender  Einschränkung:  Trenn  F  eine 
endlichblätterige  unberandete  Riemannsche  Fläche  ist  (Beispiele 
8.  §§  61,  62,  63,  64),  so  gibt  es  keine  (nicht  konstanten)  Funktionen,  die 
.,auf  der  Fläche''  ausnahmslos  regulär  icären.  icie  es  ja  auch  keine 
nicht  konstante  Funktion  gibt,  die  in  der  ganzen  Ebene  mit  Einschluß 
des  Punktes  3C  regulär  wäre  (§  44,  17'}.  Läßt  man  dagegen  auf  F  nur 
einen  Punkt  iceg  {der  auch  er  oder  eine  Verzweigungsstelle  sein  darf), 
so  gibt  es  icieder  .,auf  der  punktierten  Fläche^'^  reguläre  Funktionen. 

Ausnahmslos  gilt  folgender  Satz: 

IV.  Jede  geometrische  denkbare  Riemannsche  Fläche  ist  auch 
Riemannsche  Fläche  gewisser  analytischer  Funktionen. 

Während  Weierstrass  die  analytische  Funktion  und  ihre 
RiEMANNSche  Fläche  aus  einem  gegebenen  Ausdrucke,  dem  Funk- 
tionselement, heraus  erzeugte,  ging  Riemanx  von  einer  die  Ebene 
mehrfach  überdeckenden  Windungsfläche  F  als  dem  Gegebenen  aus 
und  stellte  die  Aufgabe,  die  Funktionen  zu  finden,  deren  „Rie- 
MANNsche  Fläche"  F  ist. 

Als  verhältnismäßig  einfachste  derartige  Flächen  (von  der  ein- 
fach überdeckten  Ebene  abgesehen)  boten  sich  der  Untersuchung 
die  vorhin  erwähnten  endlichblättrigen  unberandeten.  Sie  werden 
daher  auch  zu  den  in  gewissem  Sinne  einfachsten  analytischen  Funk- 
tionen (von  den  rationalen  abgesehen)  Anlaß  geben. 

Diese  Funktionen 

1)  w=  f{=) 

sind    die    „algebraischen";    sie    sind    dadurch    gekennzeichnet,    daß 
zwischen  z  und  iv  identisch  eine  Gleichung 

2)  G{z,w)  =  0 

besteht,   deren  linke  Seite  G{z,jv)  sowohl  in  z  als  in  w  eine  ganze 
rationale  Funktion  ist. 


*  Dabei  ist  es  noch  gleichgültig,  ob  man  das  Wort  Regularität  im  Sinne 
von  §  33  oder  als  Regularität  „auf  der  Fläche"  auffaßt,  d.  h.  ob  man  von  vorn- 
herein ausschlieüt  oder  zuläßt,  daß  ein  Verzweigungspunkt  endlicher  Ordnung 
einem  „denkbaren'  Regularitätsgebict  augehört.  V'erzweigungspuukte  unend- 
lich hoher  Ordnung  können  nach  unserer  Definition  nur  Grenzpunkte  eines 
Keguliuitütsbcrciclies  und  einer  Riemann sehen  Flüche  sein. 
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An  die  Untersuchung  der  Funktionen  (1)  hat  sich  die  der 
Integrale 

3)  J[z)=fr{z,  w)d: 

(als  Funktionen  ihrer  oberen  Greuze)  anzuschließen,  wobei  r  eine 
rationale  Funktion  bedeutet  und  zwischen  z  und  lo  die  Gleichung  (1) 
(oder  (2))  besteht.  Es  hängt  nun  ganz  von  der  Gestalt  der  ge- 
gebenen RiEM  ANN  sehen  Fläche  ab,  welcher  der  drei  folgenden  Fälle 
A,  B,  C  vorliegt: 

A.  Es  gibt  kein  Integral  -/{z)  „von  der  ersten  Gattung'^,  d.  h. 
keines  das  bei  behebiger  Wahl  des  Integrationsweges  auf  F  eine  auf 
F  überall  reguläre  Funktion  ist. 

B.  Es  gibt  (abgesehen  von  einer  additiven  und  einer  multiidika- 
tiven  willkürlichen  Konstanten)  ein  Integral  erster  Gattung.  (Dasselbe 
wird  auf  der  Fläche  überall  regulär,  aber  nicht  eindeutig  sein,  sein 
Wert  wird  nicht  nur  vom  Punkte  z  der  Fläche,  sondern  in  gewisser 
Weise  auch  vom  Integration swege  abhängen.) 

C.  Es  gibt  mehrere  Integrale  erster  Gattung  (die  sich  nicht  alle 
durch  eines  J{z)  mittels  zweier  Konstanten  a,  h  in  der  Form 
a  J{z)  +  b  darstellen  lassen). 

Im  Falle  A  ist  die  RiEMANNsche  Fläche  F  einfach  zusammen- 
hängend und  läßt  sich  umkehrbar  eindeutig  und  (außer  an  den  Ver- 
zweigungsstellen) konform  auf  die  ganze  komplexe  ^Ebene  mit 
Einschluß  des  Punktes  or  abbilden.  Es  gibt  dann  zwei  rationale 
Funktionen  z{t],  tv{t),  welche  die  Gleichung  (2)  identisch  befriedigen 
(„Uniformisierung''  durch  rationale  Funktionen). 

In  den  Fällen  B  und  C  betrachtet  man  neben  der  gegebenen 
EiEMANN sehen  Fläche  F  noch  deren  „Überlagerungsfläche''  Foof  d.  i. 
die  EiEMANNSche  Fläche,  auf  der  ein  beliebiges  zu  F  gehöriges 
Integral  erster  Gattung  eindeutig  ist.  Die  Überlagerungsfläche  ist 
immer  einfach  zusammenhängend;  man  kann  sie  im  Falle  B  um- 
kehrbar eindeutig  und  (außer  an  den  Verzweigungspunkten)  konform 
auf  die  ^Ebene  mit  Ausschluß  des  Punktes  zr,  im  Falle  C  auf  ein 
endliches  Kreisgebiet  \t[  <,  H  abbilden. 

Im  Falle  B  kann  man  dann  der  Gleichung  (2i  durch  eindeutige 
doppeltperiodische  Funktionen  z{t),  to{t)  identisch  genügen  (Uni- 
formisierung durch  „elliptische  Funktionen'-;  der  Theorie  dieser 
Funktionen  ist  der  .zweite  Band  des  vorliegenden  Werkes  gewidmet). 

Im  Falle  C  geschieht  die  Uniformisierung  der  Gleichung  (2) 
durch  allgemeine  eindeutige  automorphe  Funktionen  (§  17),  d.  h.  es 

BüKKnARDT,  FuQktlonen.  I.   2.    Fünfte  Auß.  1° 
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gibt  zwei  eindeutige  Funktionen  z{t),ir{t\  welche  die  Gleichung  (2) 
identisch  befriedigen  und  welche  sich  beide  nicht  ändern,  wenn  man 
t  durch  gewisse  gebrochene  lineare  Funktionen  von  t  ersetzt. 

Wir  schließen  diesen  Ausblick  in  ein  Gebiet,  das  wir  nicht  be- 
treten dürfen,  indem  wir,  ebenfalls  ohne  Beweis,  den  Hauptsatz  der 
Theorie  der  konformen  Abbildung  erwähnen,  der  nicht  nur  an  sich 
ein  bedeutender  Satz  der  Funktionentheorie,  sondern  auch  für  viele 
Anwendungen  von  Wichtigkeit  ist;  sowohl  für  den  Existenzbeweis 
der  zu  einer  gegebenen  endlichblättrigen  unberandeten  Riemann sehen 
Fläche  gehörigen  algebraischen  Funktionen  wie  auch  für  die  Uni- 
formisierungsaufgabe  ist  er  der  grundlegende  Hilfssatz: 

V.  Ist  So  irgend  ein  einfach  zusammenhängendes,  einfach  überdecktes 
endliches  Gebiet  der  z-Ebene  und  z^  irgend  ein  Punkt  von  S8,  so  gibt 
es  eine  in  53  reguläre  Funktion  ir  —  f(z),  irelche  den  ]S eb^nhedingiingen 

4)  /Vo)  =  0,       f'[z,)     reell      >  0, 

genügt  und  welche  in  33  jeden  i^fert  a;  dessen  Betrag  <  /  ist,  gerade 
einmal,  sonst  aber  keinen    Wert  annimmt. 

Kürzer  ausgedrückt: 

Va.  Die  Aufgabe,  das  Gebiet  33  eindeutig  umkehrbar  und  konform 
mit  Beachtung  der  Nebenbedingungen  (-/)  auf  das  Kreisgebiet  u-  <  / 
abzubilden,  gestattet  eine  und  nur  eine  Losung. 

Es  würde  zum  Beweis  natürlich  genügen  zu  zeigen,  daß  man 
das  Gebiet  33  auf  ein  Gebiet  B  [a.  B.  eine  Halbebene)  abbilden 
kann,  das  man  seinerseits  wieder  auf  ein  Kreisgebiet  abbilden 
kann  (vgl.  §  15). 

Wir  bringen  im  nächsten  Paragraphen  einige  Beispiele  zu  Satz  V, 
Va;  zahlreiche  andere  sind  uns  schon  im  zweiten  Abschnitt  begegnet. 

§  75.   Beispiele  iconformer  Abbildung. 

Wenn  wir  im  folgenden  Real-  und  Imaginärteil  trennen,  setzen 
wir  stets 

z  =  .X  -{-  ig  ■=  r  COS  (f  -\-  ir  sin  (f  ,  ir  =  n  -\-  i  c  . 

Als  erste  Aufgabe  behandeln  wir  die  folgende: 

1.  Fs  soll  ein  (geradlinig  begrenztes)  Dreieck  der  w- Ebene  anf 
die  obere  z-Ilalbebene  [y  >  0)  abgebildet  werden. 

Die  Möglichkeit  der  Lösung  werde  vorausgesetzt  und  mit: 

1)  z=cp{w) 


I 
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die  verlangte  Abbildungsfunktion  bezeichnet.  Nehmen  wir  weiter 
an  (was  sich  hinterher  als  richtig  herausstellen  wird),  daß  diese 
Funktion  nicht  nur  innerhalb  des  Dreiecks,  sondern  auch  auf  dessen 
Grenzen  regulär  ist,  so  kann  man  sie  nach  §  72  über  die  Seiten 
des  Dreiecks  hinaus  analytisch  fortsetzen  über 
drei  weitere  Dreiecke,  welche  die  Spiegelbilder 
des  gegebenen  in  bezug  auf  seine  Seiten  sind. 
Derselbe  Schluß  kann  dann  auf  jede  Seite  jedes 
der  neuen  Dreiecke  angewendet  werden  usw.,  so 
daß    man    schließlich    die    ganze    RiEMANxsche 

Fläche   der  Funktion  crM  aus  lauter  Dreiecken  "'.    ^"'^' 

Flg.  38. 
zusammensetzt,  die  zu  dem  gegebenen  abwech- 
selnd kongruent  und  symmetrisch  sind.  Dabei  werden  im  allgemeinen 
die  später  gebildeten  Dreiecke  über  vorher  schon  vorhandene,  auch 
über  das  Ausgaugsdreieck,  hinübergreifen,  und  die  entstehende  Rie- 
MANNsche  Fläche  wird  im  allgemeinen  unendlich  viele  Blätter  be- 
kommen. Soll  nur  eine  einblättrige  Fläche  entstehen,  so  ist  dazu 
jedenfalls  erforderlich,  daß  nicht  an  einer  Dreiecksecke  ein  Windungs- 
punkt entsteht,  daß  also  nach  einer  geraden  Anzahl  von  Spiegelungen 
an  den  von  einer  Ecke  auslaufenden  Dreiecksseiten  das  Ausgangs- 
dreieck wieder  erhalten  wird.  Dazu  ist  erforderlich  und  hinreichend, 
daß  jeder    Winkel  des  Dreiecks  ein  Bruchteil  von  rr  ist. 

Wenn  diese  Bedingung  aber  erfüllt  ist,  entsteht  auch  wirklich 
stets  eine  einfache  Überdeckung  der  Ebene  durch  die  abwechselnd 
kongruenten  und  symmetrischen  Wiederholungen  des  Ausgangsdreiecks. 
Man  prüft  das  am  bequemsten  an  den  einzelnen  möglichen  Fällen, 
deren  nur  eine  geringe  Anzahl  ist.  Denn  sollen  die  Winkel  eines 
Dreiecks  tt/I,  7t/m,  n/n  sein,  unter  /,  ?«,  n  ganze  Zahlen  >  1  ver- 
standen, so  müssen  diese  ganzen  Zahlen  der  Gleichung: 

2)  |  +  -L+'=1 

l  TU  n 

genügen.     Das  ist  einmal  der  Fall,  wenn  jede  =  3  ist,  das  Dreieck 
also    gleichseitig   ist.     Sind    sie    aber   nicht    alle  =  3,  so  muß  eine 

kleiner,  also   =  2  sein.     Sei  /  =  2:  dann  muß 1 =  — ,  das  ist 

}ii         n         2 

{m  —  2)  (n  —  2)  =  4   sein,   also   entweder   m  =  4,  n  =  4  oder  m  =  3, 

71  =  6  (m  =  6,  n  =  8  gibt  nichts  Neues).     Wir  sehen  also: 

I,  Die  konforme  Abbildung  der  Fläche  eines  geradlinigen  Dreiecks 
auf  eine  Halbebene  kann  jedenfalls  nur  in  drei  Fällen  durch  eine  in 
der    ganzen    Ebene    eindeutige    Funktion    vermittelt    irerden:    wenn    das 

18* 
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Dreieck  entweder  gleichseitig,  oder  gleiclischenklig-rechtwinkliq,  oder  die 
Hälfte  eines  gleichseitigen   Dreiecks  ist  (vgl.  Fig.  39,  40,  41). 

Nun  sieht  man,  daß  im  ersten  Falle  18,  im  zweiten  8,  im 
dritten  12  solche  abwechselnd  kongruente  und  symmetrische  Drei- 
ecke ein  Parallelogramm  von  der  Art  bilden, 
daß  die  weitere  Fortsetzung  immer  wieder  zu 
kongruenten^  Parallelogrammen  führt.^  Daß 
aber  die  Ebene  durch  kongruente  Parallelo- 
gramme einfach  und  lückenlos  überdeckt  wird, 
ist  klar. 

Die  Funktionen,  welche  die  Abbildung 
vermitteln,  kann  man  in  jedem  Fall  (nicht 
bloß  in  den  drei  erwähnten  Spezialfällen) durch 
folgende  Überlegung  erhalten: 

Die  drei  Innenwinkel  des  Dreiecks  seien 
an,  ßn,  y n,  wo  «  +  /?  +  /  --  1  ist;  ?ü  =  f{z) 
sei  die  Auflösung  der  Gleichung  (1);  dann  wird 
durch  die  Funktion  C^w  -{■  C^  bei  beliebiger 
Wahl  der  Konstanten  C^,  C^  die  Halbebene  auf  ein  zu  dem  ge- 
gebenen ähnliches  Dreieck  abgebildet  (vgl.  §  10).  Wir  machen  uns 
von  der  hierin  liegenden  Unbestimmtheit  frei,  wenn  wir  statt  der 
Funktion  ic  die  Funktion 


Fig.  39. 


3) 


d   -,       dw 


betrachten,  die  ungeändert  bleibt,  wenn  man  C^  to  +  C^  für  »•  setzt. 
Ferner  dürfen  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
annehmen,  daß  den  drei  Ecken  des  Dreiecks  der 
Reihe  nach  die  Punkte  0,  1,  oo  der  r-Kugel  ent- 
sprechen; denn  wir  können  das  nach  §  15  stets 
durch  eine  vorausgehende  lineare  Transformation 
der  Veränderlichen  r  erreichen.  Dann  muß  tr  eine 
Funktion  von  z  sein,  welche  in  der  Umgebung 
jedes  Punktes  der  r- Kugel,  mit  Ausnahme  der  drei  genannten 
Punkte,  regulär  ist  und  einen  von  Null  verschiedenen  Ditferential- 


Fig.  40. 


'  Kougruont  auch  in  bezug  auf  die  Lage  der  einzelnen  Dreiecke  in  ihnen, 
die  in  den  Figuren  durch  die  jedesmal  niitgespiegelt  zu  denkende  Schraffierung 
sichtbar  gemacht  ist. 

-  Die  Zahl  18  des  ersten  Falles  kann  aiif  (i  reduzit-rt  werden,  wenn  man 
das  Parallelogramm  aus  Stücken  verschiedener  Dreiecke  zusammensetzt.  Das 
ist  in  Fig.  39  durch  die  punktierten  Linien  angedeutet. 
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quotienten  (34,  V)  hat.  Im  Punkte  r  =  0  muß  der  Winkel  :i  der 
c-Halbebene  auf  den  Winkel  r^  71  des  Dreiecks  der  »«-Ebene  ab- 
gebildet werden;   es  muß  also  dort: 


4) 


""-"'0  =  ="'^{=) 

d  ir 
dz 
d  IV  n  —  1 


%i^> 


sein,  unter  '•!^i  [z],  ^^  {z),  ^^  (~)  in  der  Umgebung 
des  Nullpunktes  reguläre  Funktionen  ver- 
standen. Ebenso  wird  gezeigt,  daß  in  der 
Umgebung  des  Punktes  1 : 


5) 


d    1        d  IC 

log 


dz  "°   dz  z  -  1 

und  in  der  Umgebung  des  Punktes  00 


Ö) 


rf    ,        du- 


r-1 


+  ~-^i^ 


Fig.  41. 


ist.  Die  Funktion  (3)  hat  also  in  den  singulären  Punkten  0  und  1 
Pole  erster  Ordnung  und  ist  sonst  auf  der  ganzen  Kugel  regulär 
und  im  Unendlichen  Null,  sie  ist  also  nach  §  71,  ]1I  eindeutig  und 
nach  §  44,  YI  eine  rationale  Funktion  und  zwar: 


«  -1        d 


-  1 


Die  Entwicklung  dieser  Funktion  in  der  Umgebung  von  r  =  00  hat 
n  der  Tat  die  Form  (6),  da  a  -^  ß  -\-  y  =  l  ist.)  Durch  zweimalige 
Integration  erhält  man  aus  (7]: 


c.  w  +  a=  f- — -^— -- , 


als  Lösung  der  Aufgabe ;  die  nähere  Diskussion  dieser  Lösung  würde 
uns  über  die  uns  gesteckten  Grenzen  hinausführen. 

Der  Grenzfall  c/.  =  \,  ß  —  \  (also  1  =  2,  ???  =  2,  n  =  oc)  führt, 
wenn  2  r  =  c  +  1  gesetzt  wird,  auf  die  in  den  §§  42  und  62  d  unter- 
suchte Abbildung  eines  Halbstreifens  auf  die  Halbebene  durch  die 
Funktion  ?o  =  arc  sin  z  zurück. 

2.  Mit  ganz  ähnlicJien  Überlegungen  findet  man  eine  Funktion 
w  =  ■ip\z\,  welche  die  ohere  z-Halhebene  auf  ein  Rechteck  der  lo- Ebene 
abbildet.  Den  Ecken  des  Rechtecks  mögen  etwa  die  Punkte  z  =  0, 
r  =  a,  r=oc,  z  =  —  b  der  reellen  Achse  entsprechen;   dann  findet 
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man,    da  jeder  der  Winkel  an,  ß n,  y  tt,  Ön  des  Rechtecks   =~ 
also  a  =  ß  =  y  =  li  ^  \  ist: 


J    1  x(z  -  a)  (X  -f  b) 
u 
(genaue  Durchrechnung  s.  Bd.  II,  §§  13,  14). 
Soll  das  Rechteck  insbesondere  ein  Quadrat  sein,  so  muß 


91 


r        dz   _j  r        d X 

J    l/*(^-a)(*+T)  I  J    l'x  (x  -  a){x  +  b) 


sein.  Macht  man  in  einem  dieser  Integrale  die  Substitution r' =  ahz    \ 
so  sieht  man,    daß  (9)    dann    und    nur   dann   gilt,    wenn   a  =  /j  ist 
(Vgl.  Bd.  II,  §  23 1. 
3.   Durch 

*  1  +  >t'  '  7  +  z 

wird  die  in  der  oberen  r- Halbebene  gelegene  halbe  Fläche  des 
Kreises  \~\<  1,  kurz  das  Gebiet  |r  <  1,  ?/  >  0  auf  die  von  den 
Strahlen  0  =  0,  (i)  =  ~  begrenzte  Viertelebene  der 

iT  =  X  +  n  =  7?  cos  0  +  ili  sin  0 
abgebildet  i§  15j.     Andererseits  wird  diese  Viertelebene  durch 

w  =  Z^ 
auf  die  obere  w-Halbebene  abgebildet.     Durch 

1  -  * 


wird   also  jener  Halbkreis  der  z-Ebene   auf  die  obere  tü-Halbebene 
abgebildet.     Letztere  wird  durch 

ir=[-''    ,§151 

auf  den  Kreis  |  If    <  1   abgebildet.     Die  Funläion 

«•(1  +  «)*-{!  -  ^y 

bewirkt    also    die  Abbildung  jenes  Halbkreises   der  z- Ebene  auf  diesen 
Kreis  der  W-Ebew. 

4.    Nach  §  /7  (71  irird  durch 

?r  =  c 

die  Halbebene  ?/  >  c  ( >  0)  auf  das   Äußere  der  Farabel 

v'^  =  4c^[u  +  f^), 
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d.  h.  auf  das  Gebiet 

abgebildet.  Dagegen  entspricht  dem  in  der  oberen  ?f?-Halbebene  ge- 
legenen halben  Inneren  dieser  Parabel  ein  „Halbstreifen''  derr-Ebene: 
der  durch  die  Gleichung 

V  =  +  2  c  ]/n  +  c^ 

dargestellten  Parabelhälfte  entspricht  nämlich  die  Halbgerade 

_?/  =  c ,       .r  >  0  ; 

der  Strecke  —  c^ .  .  .  ü  der  reellen  7<- Achse  entspricht  die  Strecke 
I  c  ...  0  der  imaginären  ?/-Achse  und  der  positiven  reellen  ?<-Achse 
entspricht  die  positive  reelle  .r-Achse.  Jener  Halbstreifen  B  (der 
r-Ebenei,  der  durch  ir  =  z^  auf  das  halbe  Parabelinnere  ider  /r-Ebenei 
abgebildet  wird,  ist  daher  durch  die  Bedingungen 

0  <  ?/  <  c ,       .r  >  0 
gekennzeichnet.     Durch 

z 

//  ■  =  —  e     c 
wird  E  auf  den  Halbkreis 

|//I<1,       VyO 

der  W  =  U  -{■  i  /'-Ebene  abgebildet.  Spiegelt  man  noch  an  der 
u-  und  an  der   f^ Achse,  so  erkennt  man:    Durch 

TV  =  -e       •: 
wird  das  Innere  der  Parabel 

auf  das  Kreisgebiet 

1  ri  <  1 

abijehildet. 

5.  Wir  haben  uns  bei  den  vorstehenden  Beispielen  niemals  um 
die  Nebenbedingungen  der  Aufgabe  (§  74  (4))  gekümmert.  Diesen 
kann  man  hinterher  immer  leicht  Rechnung  tragen.  Wird  nämlich 
durch 

w  =  f[z) 

das  Gebiet  S8  der  z-Ebene  auf  das  Kreisgebiet 

1 1^  <  1 
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abgebildet,    und    entspricht    dem    gegebenen    Punkte  z^    von  S8    der 
Punkt  Wq  \  4=  0),  so  kann  man  die  Abbildung  leicht  in  eine  andere : 

W'=F{z) 
abändern,  die  dem  Gebiet  ^  wieder  das  Kreisgebiet 

\W  <\ 
entsprechen  läßt,  aber  außerdem  die  Bedingungen 

F{z^)  =  0,       F'iz,)  reell   >0 
erfüllt.     Man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur  eine  Abbildungsfunktion 

W  =  ff  {w) 

zu    finden,    die    das  Innere    des  Einheitskreises    auf  sich  selbst  ab- 
bildet und  für  die  außerdem 

(p  [lOg]  =  0  ,  ff'  (M'o)/'<^o)    Ideell  >  0 

ist;  dann  hat  man  ff  (/Vi)  =  F{z)  zu  setzen. 

jrh'  fragen  daher  jetzt  nach  allen  Funhtionen,   welche  den  Einheits- 
kreis auf  sich  seihst  abbilden.     Die  Funktion 

CtV  +  fl    ' 

wo  a,  h,  c,  d  reelle  Zahlen  sind  und 

ad  —  b  c  ^  0 

ist,    bildet,    wie  man  ohne  weiteres  erkennt,   die  obere  <r-Halbebene 
auf  die  obere  //-Halbebene  ab,  und  sie  ist  zugleich  die  allgemeinste 
Funktion  dieser  Art. 
Schreibt  man  nun 

i-  ~^=^   statt   //'      und       i  ,  statt  //; 

1  +  W  1  +  w 

(vgl.  §  15l,    so    erhält   man    die    allgemeinste  Funktion,    welche  das 
Gebiet  |  zu  |  <  1  auf  das  Gebiet  |  ir\  <  1  abbildet: 
i  —  iW         {b  +  ai)  +  {b  —  a  i)  ic 
"T^^  \V  {d  +  e  i)  +  (rf  -  e  /)  w 

oder : 

W  —  ^ [(c  -  b)  +  i{d  +  a)]  -  {b  +  e)  +  -/ {d  -  a)     . 
~  'iF{{f+  c)  +  i(d  -  a)]  +  (b  -  c)  +  {a  +  d)  i 
oder: 

jy  _   w [(g  +  d)  +  {b  -  c)i]  +  {d  -  a)  +  (b  +  c)  i   _    Ate  ■{■  B 

~   n[{d  -  a)  -  (6  +  c)i]  +  (a  +d)  -  {b  -  c)i         Btc  +  Ä^ 
wo  Ä,  Ä  und  ebenso  B,  B  beliebige  konjugiert  komplexe  Konstante 
sind,  welche  nur  die  Bedingung 


zu  erfüllen  haben. 


ii|<i 
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Über  diese  Konstanten  kann  man  leicht  so  verfügen,  daß  ent- 
weder die  oben  verlangten  Nebenbedingungen  erfüllt  sind,  oder  auch 
so,  daß  drei  beliebigen  (voneinander  verschiedenen)  Punkten  der 
Kreislinie  //•  =  1  drei  vorgeschriebene  (voneinander  verschiedene) 
Punkte  der  Kreislinie  |  //j  =  1  entsprechen,  oder  endlich  so,  daß 
je  zwei  vorgeschriebene  Randpunkte  und  je  ein  vorgeschriebener 
innerer  Punkt  der  Gebiete  j  //•  <  1,  //^  <  1  ineinander  übergehen. 
Man  kann  demgemäß  z.  B.  einen  gegebenen  Halbkreis  §  noch  auf 
unendlich  viele  Weisen  so  auf  einen  gegebenen  Vollkreis  9t  abbilden, 
daß  den  zwei  Durchmesserendpunkten  auf  der  Begrenzung  von  ^ 
zwei  vorgeschriebene  Punkte  der  Peripherie  von  91  entsprechen. 

6.    Nach  §  21   irird  durch 

das  Äußere  der  Ellipse 

l^    +  -^  =  1  '     '^vo     "  =   2 .  (^  +  '■"') '     ^^  =  Y  "•  -  '■"') 

auf  das  Äußere  des  Kreises  |r]  =  ?•(>  1)  und  zugleich  auf  das  Innere 
des  Kreises   \  z    =  r~^  abgebildet. 

Die  in  der  oberen  Halbebene  [v  >  0)  gelegene  Hälfte  G  des 
EUipseninneren  wird  durch  die  nämliche  Funktion  auf  das  in  der 
oberen  r-Halbebene  zwischen  den  Kreisen  \z  =1  und  z\  =  r  ge- 
legene Gebiet: 

-  1  <.r2  +  ?/2<r2,        y  >  0 

abgebildet.     Dieses  Gebiet  wird  durch 

^=lgr 
auf  ein  Rechteck  der  Z-Ebene  abgebildet.  Mit  Benutzung  der  unter 
Nr.  2,  3  besprochenen  Abbildungen  kann  man  also  das  halbe  Ellipsen- 
innere G  auf  einen  Halbkreis  §  abbilden  und  zwar  (vgl.  die  Schluß- 
bemerkung von  Nr.  5)  so,  daß  die  G  begrenzende  große  Achse  der 
Ellipse  in  den  §  begrenzenden  Kreisdurchmesser  übergeht.  Durch 
Spiegelung  an  diesen  Strecken  erhält  man  schließlich  die  Ab- 
bildung des  ganzen  Kllipseninneren  auf  einen  FolUo-eis;  diese  kann 
somit  durch  Ineinanderschachtelung  von  in  diesem  Paragraphen  be- 
trachteten Funktionen  bewerkstelligt  werden. 

§  76.    Übungsbeispiele  zum  CAUCHYSchen  Residuensatz. 

Man  benutzt  den  Caucht  scheu  Residueusatz  (§  45)  häufig,  um 
bestimmte  Integrale  zwischen  reellen  Grenzen  auszuwerten.  So  hat 
■/..  B.,  wenn  b  eine  positive  Zahl  ist,  die  Funktion 

e'' 
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an  der  Stelle  z  =  bi  einen  Pol  mit  dem  Residuum 

2  h  'i 

Integriert  man  also  im  positiven  Sinne  um  die  Begrenzung  K  des 
in  der  oberen  Halbebene  gelegenen  Halbkreisgebietes 

rl<7?,       .v>0, 
wo  B  y  h  sei,  so  erhält  mau 

K 

Nun  siebt  man  leicht,  daü  der  über  die  halbe  Kreisperipherie 
erstreckte  Teil  dieses  Integrals  mit  lim  7? — v  oo  gegen  Null  kon- 
vergiert; man  kann  also  statt  (1)  auch  schreiben: 

+  00 


2) 

J    a;«  +  Ä*          b  ^ 

oder  schließlich: 

—  oo 

oo 

3) 

/  cos  X  dx           n 
x^  +  b''     ~   2b^ 

Man  leite  mit  genau  den  nämlichen  Überlegungen  die  Formeln  ab: 

+  0O 

fyii";-.  =  2  TT  ie~\     falls     h  >  0, 

J    X  —  i  b 

—  c» 

und 

+  0O 

J    X  —  ib 

—  oo 

und   gewinne    aus   ihnen    die  Werte    weiterer    bestimmter  Integrale 
durch  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären. 
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Gleichmäßige  Konvergenz  96.  128. 

—  Stetigkeit  84.  91. 
Gleichseitige  Hyperbeln  57. 
Gliedweise  DiflFereutiatiou  97.  180. 

—  Integration  96. 

Grad  einer  rat.  ganzen  Funktion  61. 

—  —  —  gebrochenen  Funktion  62. 
Grenzwert  103. 

Gruppe  37. 

Häufungspunkt ,     Häufungsstelle     80. 

84. 
Harmonisch  48. 
Hauptwert  der  allgemeinen  Potenz  238. 

—  des  Arcus  182. 

—  des  Arcus  Sinus  230. 

—  des  Arcus  Tangens  197. 

—  des  Logarithmus  189. 

—  d.'r  «"»  Wurzel  232. 

—  der  Quadratwurzel  200. 
Hebbare  Unstetigkeit  144.  165. 
Hyperbeln  68.   144. 


i  =  V-  1   7. 
Imaginär  8. 
Innerer  Punkt  87. 
Inneres  einer  Kurve  90. 
In  sich  dicht  87. 


Integral  94. 

—   einer  regul.  analyt.  Funktion   118. 

— ,  oberes,  unteres  94. 

Integrale  rationaler  Funktionen  von  x 

und    der    Quadratwurzel    aus    einer 

rationalen  ganzen  Funktion  zweiten 

Grades  von  %■  222. 
Integralsatz  Caüchys  116.  124.  210. 
Integrationsweg  116. 
Integration     unendlicher     Reihen     96. 

129. 
Invariante  48. 
Inverse  Ti-ansformation  73. 
Involutorisch  25. 

Irreguläres  Funktionselemeot  253. 
Isogonal  28. 
Isolierter  Punkt  87. 
Isometrisch  114. 
Isothermisch  114. 


Koeffizienten,  Methode  derunbestimin- 
ten  135. 

Koeffizientensatz  134. 

KoUincation  49. 

Kommutationsgesetz  4. 

Komplexe  Zahl  7. 

Komplexe  Funktion  von  reellen  Ver- 
änderlichen 104.    . 

Kotangente  178. 

Konfokale  Ellipsen  u.  Hyperbeln  ii9. 
144. 

—  Parabeln  56. 

Konforme  Abbildung  28.  112.  271. 

,  Beispiele  19.  20.  24.  65.  74.  76. 

193.  236.  274. 

—  —  durch  den  Logarithmus  193. 

—  —  durch  periodische  Funktionen 
142. 

Konjugiert  komplexe  Zahl  12. 
Konvergente  Folge  komplexer  Zahlen 

103. 
Konvergenzkreis  128.  261. 
Ki'eisverwandtschaft  35. 
Kugel,  Deutung  komplexer  Zahlen  auf 

ihr  80. 
Kurve  88. 
Kurvenintegral  98. 

IjAVLACESche  DifTerentialgleichung  1 II. 

Laurent  sehe  Keihe   161. 

Limes  82.  105. 

Lineare  ganze  Funktion  20. 

—  gebrochene  —  35. 
Linie  88. 

LioüviLi.Es  Satz  147. 
Logaritlimische  Abteilung  153. 
Logarithmus  187. 


Register. 
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ÜACLAüRiNsche  Reihe  133. 
Maximalwert  des  Betrags  192. 

—  des  Realteils  125. 
Mehrwertige     analytische    Funktionen 

189.   199.  232.  255. 
Meridiane  33. 
Mittag  Lefflers  171.  24(5. 
Multiplikation  6.^ 
— .  ihre  geom.  Darstellung  15. 

!Xatürliehe  Grenze  26!. 

Niveaulinien  115. 

Norm  11. 

Nullstellen   rationaler  Funktionen   63. 

—  ganzer   transzendenter  Funktionen 
241. 


Ordnungszahl  63. 

—  im  Verzweigungspunkt  209. 


Parabeln  56. 
Parallelverschiebung  17. 
Partialbruchzerlegung  148.  171.  175. 

—  einfach  periodischer  Funktionen  175. 
Perfekt  88. 

Periodenstreifen  142. 
Periodische  Funktionen  140. 

allg.  Sätze  179. 

Pol  tU.   144.  250. 
Polarkoordinaten  11. 
Positiver  Sinn  der  Achsen  10.  11. 
des  Umlaufs  120. 

—  —  der  Winkel  11. 
Potenz  58.'  237. 
Potenzreihen  124.  127. 
Primitive  Periode  141. 
Produktentwicklung  des  Cosinus  245. 

—  des  Sinus  245. 

— ,  Weieesträss  sehe  240. 
Puuktmengen  auf  einer  Geraden  79. 

—  in  der  Ebene  85. 


Quadrat  (zweite  Potenz)  53. 
Quadrate,  unendlich  kleine  115. 
Quadratwurzel  199. 


Kadien,  reziproke  24. 
Randintegral  von  udv  161. 
Randpunkt  87. 

Rationale  Funktionen  von  x  und  Y^ 

208.  .j^ 

von  y(x  -  a)  (x  -  b)  216. 

—  ganze  Funktion  60. 

—  gebrochene  —  62. 


Reelle  Zahl  8. 

Regulär  auf  der  Kiemann  sehen  Fläche 

209. 
Reguläre    Funktion    einer    komple.xen 

Veränderlichen   109.  249. 
Regularitätsbereich  255.  272. 
Reihenfolge  von  Grenzübergängen  97. 
Residuum  151.  214.  281. 

—  im  Verzweigungspunkt  214. 
Reziproke  Radien  24. 
Richtungsfaktor  12. 

RiEMANNsche   Fläche    der    ?;""  Wurzel 
233. 

—  —  der  Quadratwurzel  201. 

—  —    des    Arcus    und    Logarithmus 
135. 

—  — ,  allgem.  Definition  256. 


{Schraubenfläche  185. 
Schranke,  obere,  untere  80. 
Singulare  Linie  263. 

—  Punkte  145.   166.  189.  261. 
Sinus  138. 

Spiegelung   am   Einheitskreis  25.  271. 

—  an  der  Aquatorebene  34. 

—  —  einer  Geraden  267. 

—  —  —  Kurve  270. 
Stereographische  Projektion  30. 
Stetigkeit  82. 

—  der   Funktionen    von   zwei   reellen 
Veränderlichen  90. 

—  rationaler  Funktionen  85.  104. 
Streckung  20. 

Stromkurven  115. 
Subtraktion  5. 

Summen     unendlich     vieler    regulärer 
Funktionen  170. 


Taylor  sehe  Reihe  133. 
Topologie  204. 

Transformation   in   sich    des  Einheits- 
kreises 280. 

der  oberen  Halbebene  280. 

Translation  19. 
Treppenweg  99. 


Übergangslinie  203. 

Umgebung  86. 

Umkehrung  des  Arcus  Sinus  232. 

—  des  Arcus  Tangens  199. 

—  des  Logarithmus  194. 

—  einer    analytischen    Funktion   155. 
248.  258. 

Unalegung  der  Winkel  28. 
Unendlich  28.   165. 
Unendlichkeitspunkt  64.  144.  165. 
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Begister. 


Unendlich  kleine  Quadrate  115. 
l'niformisierende    Veränderliche    249. 

252.  256.  273. 
rnterj^nippe  37. 


Veränderliche  18. 

Verhalten  einer  reg.  Fkt.  in  der  Umg. 

eines  Ausnahmepunktes  146.  160. 
—  im  Unendlichen  64.   146. 
Vertauschbarc  Operationen  21. 
Verzweigungspunkt  189.  202,  233. 
Vollständiges  Differential  100. 


Weg  88. 

WEiERSTEAsssche  Definition    der  ana- 
lytischen Funktion  254. 
—  scher  Doppelreihensatz  170. 


Weierstrass  scher      Eindeutigkeitaaatz 

264.  265. 

—  sehe  Produktentwicklung  240. 
Wesentlich  singulärer  Punkt  166. 
Wessels   Darstellung    der    komplexen 

Zahlen  10. 
Windungen    eines    Weges    um    einen 

Punkt  184. 
Winlcel  einer  komplexen  Zahl  11. 

—  zwischen  zwei  Geraden  27. 

—  —  —  Strahlen  11.  15. 
Winkeltreu  28. 
Wurzel  n^"  232. 

Wurzeln  einer  Gleichung,  Grenzen  für 
sie  61. 

Zahlenpaare  2. 
Zahlentripel  16. 
Zyklische  Gruppe  60. 


Berichtigungen  zu  Band  I,  1  (Algebraische  Analysis;, 

S.  8:    In  (3)  gilt  die  Gleichheit  irgend  zweier  der  8  durch  Gleichheitszeichen 

verbundenen  Ausdrücke  nur  insoweit,  als  nicht  Differenzen  auftreten, 

deren  Minuend  kleiner  als  der  Subtrahend  ist. 
S.  50,  letzte  Zeile:  lies  „Zahlen  a  und  tI".     Daß  c„  +  i]  eine  Zfihl  A  ist,  sieht 

man  dann  ebenso  ein,  wie  daß  c„  —  r]  eine  Zahl  «  ist. 
S.  85:    Zwischen  (2)  und  (3)  lies  „für  jede  von  Null  und  1  verschiedene  Basis". 

Auch  in  der  Zeile  nach  (3)  ist  die  Bedingung  a^-\  aufzunehmen. 
.*^.  120,  Satz  III,  letzte  Zeile:  lies  (c  .  .  .  rf)  statt  {a  .  .  .  d). 
S.  124,  Zeile  12:  lies  ,,wird"  statt  „sind";  Zeile  21  lies  IV  statt  III. 

7)1 

S.  161,  Zeile  vor  (llj:  lies  /c  < -7-    statt  m\    Zeile   nach  (11)   lies  2«  +  1    statt 


Berichtigungen  zu  Band  II  (Elliptische  Funktionen), 

S.  37,  Zeile  vor  (9)  lies  §  6  statt  §  5. 

S.  153,  vorletzte  Zeile  fehlt  ^3(0)  im  Nenner;  im  Exponenten  ist  —  //jCüg  durch 
-f  ;/3  W3  zu  ersetzen, 

S.  164,  Satz  I  lies  (16)  statt  (14). 

S.  190,  Zt  ile  6  von  unten  lies  ,,dfs  3.  Integrals  auf  der  rechten  Seite".    Zeile  2 
und   3   von   unten   sind   die   Buchstaben   e,    und  ^3   miteinander  zu   ver- 
tauschen, auch  ist  ?5  31  (4)  statt  §  31  (10)  zu  lo-en. 
*S.  241,  Gleichung  (10)  lies  2x  statt  x. 

S.  416,  2.  Zeile  nacli  i\b)  lies   +  x,  und   -t-  x^  statt   —  ;t,  und   —  x^. 
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